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UC0
VRa03a S KwaW jan3 URIa sN03a R8 Ϲе◦ĢИе◦ 0naCN< j@3 Hj3 +a3j,3Rnc. ,RN,In0CN< j@j 3u,naA
cCRNc R8 j@Cc LUICjn03 Rq3a j@Cc jCL3c,I3 a3 U@wcC,IIw CLUIncC$I3Y
+@Uj3a k. s@C,@ Cc IcR CN,In030 c Un$ICc@30 CN +@N 3j IY )lzSS$*. Cc  ,RLUNCRN ajC,I3
jR +@Uj3a lY Bj nc3c j@3 ICN3a j@3Raw RnjICN30 CN +@Uj3a l jR CNq3cjC<j3 NRj@3a ,RN,IncCRN
8aRL j@3 cjn0C3c R8 j@3 2aj@ȕc UI3RL<N3jC, ~3I0- TI3RL<N3jC, a3,Ra0c cUNNCN< j@3 Icj
Szz Kwa CN0C,j3 j@j j@3 2aj@ȕc jan3 URIa sN03a @c $33N ,RN~N30 jR  aN<3 I3cc j@N Ѝ◦ 8aRL
Cjc Ua3c3Nj IR,jCRNY i@Cc ICLCj30 3u,nacCRN Cc nN3uU3,j30 <Cq3N j@j j@3 ja0CjCRNI j@3Raw 8Ra j@3
aRjjCRNI cj$CICjw R8 j@3 2aj@ <3N3aIIw Ua30C,jc j@j LNjI3 ,RNq3,jCRN c@RnI0 0aCq3 Ia<3a 0CcA
UI,3L3Njc R8 j@3 URI3Y +@Uj3a k a<n3c j@j j@3 Lnj30 jan3 URIa sN03a Cc  ,RNc3\n3N,3 R8 j@3
cj$I3. 3u,3cc jj3NCN< R8 j@3 2aj@ȕc ~<na3 0aCq3N $w UIj3 cn$0n,jCRN N0 033U LNjI3 cnU3aA
UInL3c aCcCN< $3N3j@ 8aC, N0 j@3 T,C~,Y i@3 a3cnIjCN< cj$CICjw R8 j@3 2aj@ȕc ~<na3 @c CLA
URajNj CLUIC,jCRNc 8Ra Rna nN03acjN0CN< R8 033U LNjI3 cjan,jna3 N0 j@3 IRN<Aj3aL. <IR$IAc,I3
3qRInjCRN R8 j@3 2aj@Y
BN +@Uj3a :. s3 a3qCcCj j@3 Ua30C,jCRN. UU3aCN< CN Ua3qCRnc cjn0C3c R8 C,3A<3 2aj@ aRjjCRN
)3Y<Y b$0CNC 3j IY. SO4l*. R8  cIRs jan3 URIa sN03a R8 Ra03a R8 c3q3aI 03<a33c Rq3a j@3 TICRA
TI3CcjR,3N3Y Bj @c $33N a<n30 j@j j@Cc 0aC8j. N0 Cjc CLUIC30 ,@N<3 CN j@3 <3R<aU@C, 0CcjaC$njCRN
R8 cRIa CNcRIjCRN. sc a3cURNcC$I3 8Ra j@3 ,ICLj3 jaNcCjCRN j@j I30 j@3 2aj@ bwcj3L Rnj R8 j@3
C,3 <3Y r3 nc3  a3qCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw j@j CN,RaURaj3c  LRa3 ,,naj3 ja3jL3Nj
R8 j@3 2aj@ȕc $,G<aRnN0 3IICUjC,Cjw )KCjaRqC, 3j IY. lzz9d +L$CRjjC 3j IY. lzSzd KCjaRqC, 
r@a. lzSS* jR a3,RNcC03a j@Cc Cccn3Y +@Uj3a : 03LRNcjaj3c. ncCN< j@3 a3qCc30 j@3Raw. j@j j@3 N3j
0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3 Ua30C,j30 CN 3aIC3a cjn0C3c 0CcUU3ac Rq3a jCL3c,I3c c IRN< c l9 KwaY
i@3 a3cnIjc CN0C,j3 j@j j@3 ,nc3VcW R8 j@3 2aj@ȕc jaNcCjCRN Rnj R8 j@3 C,3 <3 Lncj $3 cRn<@j
3Ic3s@3a3Y
`3jnaNCN< jR ,RNq3,jCRNA0aCq3N jan3 URIa sN03a. NIwc3c R8 IRN<AjCL3c,I3. Ia<3ALUICjn03
jan3 URIa sN03a R8j3N 0RUj  NRNAICN3a 8RaLnIjCRN j@j ccnL3c  cIRs 3qRInjCRN R8 j@3 8Ra,A
CN<Y c sCj@ j@3 ja0CjCRNI ICN3aCc30 j@3Raw. 3aIC3a NRNAICN3a ja3jL3Njc R8 jan3 URIa sN03a
)`C,a0 3j IY. SOOk* 0R NRj jG3 CNjR ,,RnNj j@3 3{3,jc R8 j@3 a3LNNj aRjjCRNI $nI<3 N0 Nw
3u,3cc 3IICUjC,CjwY +@Uj3a 9 )c Un$ICc@30 CN +@N 3j IY. lzS:* 3uj3N0c j@3 sRaG R8 `C,a0 3j IY
)SOOk* jR 03aCq3  NRNICN3a. jCL3A03U3N03Nj j@3Raw R8 jan3 URIa sN03a j@j CN,RaURaj3c cj$CIA
CcjCRN $w $Rj@ j@3 a3LNNj $nI<3 N0 qCc,Rnc a30EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3. c s3II c Nw
3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3 UIN3jY i@Cc j@3Raw sc ~acj nc30 CN +a3q3ICN< 3j IY )lzSl* sCj@Rnj 03aCqA
jCRNY r3 CIIncjaj3 j@3 N3s. NRNAICN3a j@3Raw ncCN< C03ICc30 cna8,3 IR0CN< c,3NaCRc UUIC30
u
jR LR03Ic R8 $Rj@ 2aj@ N0 Kac. 03LRNcjajCN< j@j j@3 CN,IncCRN R8 cj$CICcjCRN $w  a3LNNj
$nI<3 Ra 3u,3cc 3IICUjC,Cjw a30n,3c $Rj@ j@3 LUICjn03 N0 j@3 jCL3c,I3 R8 jan3 URIa sN03a a3IA
jCq3 jR ,I,nIjCRNc CN s@C,@ j@Cc cj$CICcjCRN Cc RLCjj30Y i@3 ,I,nIjCRNc IcR CN0C,j3 j@j CN j@3
,c3 R8 IR0CN<c R8 jCL3c,I3 c@Raj3a j@N Ϲ Kwa. j@3 03Uajna3 R8 j@3 URI3 URcCjCRN 8aRL j@3 RaC3NA
jjCRN 3uU3,j30 RN j@3 $cCc R8 N 3\nCIC$aCnL VCN~NCj3AjCL3W j@3Raw Cc cC<NC~,Nj 8Ra j@3 2aj@. $nj
N3<IC<C$I3 8Ra KacY
7CNIIw. +@Uj3a f a3A3uLCN3c j@3 ,RNN3,jCRN $3js33N jan3 URIa sN03a N0 j@3 @wURj@3cCc
j@j N N,C3Nj R,3N 3uCcj30 RN KacY Ta3qCRnc cjn0C3c @q3 CNq3cjC<j30 j@3 UIncC$CICjw R8 N
N,C3Nj KajCN R,3N $w 3uLCNCN< j@3 jRUR<aU@w R8 N,C3Nj c3AI3q3I LaG3ac RN j@3 UIN3jȕc
cna8,3Y  Ua3qCRnc cjn0w @c a<n30 j@j jRUR<aU@C, $3N,@3c. Ra ,RNj,jc. a3 N,C3Nj c@Ra3A
ICN3c. N0 j@j j@3c3 ,RNj,jc 0CcUIw IRN<Asq3I3N<j@ jRUR<aU@C, qaCjCRNc ,RNcCcj3Nj sCj@ URcjA
03URcCjCRNI jan3 URIa sN03a )T3aaRN 3j IY. lzze*Y BN ,RNjacj.  c3,RN0 cjn0w @c a<n30 j@j j@3
jRUR<aU@w R8 N,C3Nj 03IjC, 03URcCjc ccR,Cj30 sCj@ N R,3N RN 3aIw Kac a3 NRj ,RNcCcj3Nj
sCj@ j@3 jan3 URIa sN03a @wURj@3cCc )0C ,@CII3  ?wN3G. lzSz*Y +@Uj3a f a3qCcCjc j@Cc Cccn3 $w
3uLCNCN< NRj@3a LaG3a R8 N,C3Nj c@Ra3ICN3c ġ j@3 nqCI qII3w N3jsRaGc R$c3aq30 RN j@3 cnaA
8,3 R8 KacY i@3 a3cnIjc UaRqC03 8naj@3a 3qC03N,3 j@j  jan3 URIa sN03a 3q3Nj 0aRq3 cC<NC~,Nj
URcjA03URcCjCRNI 033,jCRN R8 cna8,3 83jna3c a3Ij30 jR N N,C3Nj KajCN R,3NY
uC
i@3w s@R 0N,3 a3 j@Rn<@j L0 $w j@Rc3
s@R @3a NRj j@3 LncC,Y
NRNwLRnc
1
BNjaR0n,jCRN jR ian3 TRIa rN03a
iϑζ 2ΞЁАϑȕЅ ЁϱАΞАϔϱϩ ΞЬϔЅ Cc cn$E3,j jR  $aR0 ,Icc R8 U3ajna$jCRNc j@j 3uj3N0 Rq3a jCL3A
c,I3c aN<CN< 8aRL cn$Ac3,RN0 jR $CIICRNc R8 w3acY T3ajna$jCRNc CN s@C,@ j@3 aRjjCRN uCc a3A
LCNc ~u30 jR j@3 cRIC0 $R0w N0 LRq3c a3IjCq3 jR N VCN3ajCIW R$c3aq3a CN cU,3. a3 j3aL30 NnA
jjCRN Ra VRN IRN< jCL3c,I3cW Ua3,3ccCRNY i@3c3 LRjCRNc a3 0aCq3N $w 3uj3aNI jRa\n3c ,jCN< RN
j@3 3\njRaCI $nI<3 R8 j@3 2aj@. N0 <Cq3 aCc3. 8Ra 3uLUI3. jR j@3 qaCjCRNc CN cRIa CNcRIjCRN
VccR,Cj30 sCj@ Ua3,3ccCRN N0 R$IC\nCjwW j@j 03~N3 KCINGRqCj,@ C,3 <3 j@3RawY
T3ajna$jCRNc jR j@3 2aj@ȕc aRjjCRN uCc a3 IcR ,@a,j3aCc30 $w  a3RaC3NjjCRN a3IjCq3 jR
j@3 cna8,3 <3R<aU@w. Ra. c c33N $w N CN3ajCI R$c3aq3a. LRjCRN R8 j@3 cRIC0 2aj@ a3IjCq3 jR 
cjjCRNaw aRjjCRN uCcY i@Cc a3RaC3NjjCRN. s@C,@ ,@N<3c j@3 IjCjn03 R8  ~u30 cna8,3 URCNj. Cc
 a3cURNc3 jR Lcc a30CcjaC$njCRNc sCj@CN Ra RN j@3 cna8,3 R8 j@3 2aj@. s@C,@ U3ajna$ j@3 UIN3jȕc
CN3ajC j3NcRaY
iR qCcnICc3 j@3 $cC, U@wcC,c $3@CN0 iTr VCY3Y. ,RNc3aqjCRN R8 N<nIa LRL3NjnLW. CL<A
CN3  cUCNNCN< $IIY B8 j@3a3 aCc3c Nw LCc$IN,3 CN Lcc. CNcC03 Ra RnjcC03 j@3 $II. Nw Lcc
3u,3cc sRnI0 j3N0 jR $3 Ȕj@aRsNȕ Rnjsa0c cR c jR LRq3 c 8a 8aRL j@3 aRjjCRN uCc c URccC$I3
VCY3Y. jRsa0c j@3 3\njRaWY iR N R$c3aq3a cjN0CN< RN j@3 $II. j@3 aRjjCRN URI3 sRnI0 UU3a jR
$3 c@C8jCN< sw 8aRL j@3 ȔIR030ȕ cC03Y QN 2aj@. j@Cc IR0 LC<@j ,RNcCcj R8 C,3 c@33jc. 03NcCjw
qaCjCRNc a3Ij30 jR ,RNq3,jCRN CN j@3 LNjI3. Ra Lcc nu sCj@CN j@3 R,3Nc N0 jLRcU@3a3Y j
a3IjCq3Iw c@Raj jCL3c,I3c. ,w,IC,I a3RaC3NjjCRN R8 j@3 uCc Cc ,II30  sR$$I3Y i@Cc CN,In03c. 8Ra
3uLUI3. j@3 S:ALRNj@ +@N0I3a sR$$I3.  U3aCR0C, LRjCRN R8 LUICjn03 ∼ Ϲе L R8 j@3 aRjjCRN
uCc a3IjCq3 jR j@3 cRIC0 2aj@. N0  c3cRNI sR$$I3Y i@3 ,RL$CNjCRN R8 j@3 jsR UaR,3cc3c I30c
jR  eAw3a $3jCN< R8 j@3 URI3ȕc URcCjCRN a3IjCq3 jR j@3 cna8,3Y b3,nIa VIRN<Aj3aLW ,@N<3c CN j@3
RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN URI3 a3IjCq3 jR j@3 cna8,3 <3R<aU@w a3. CN ,RNjacj. j3aL30 ian3 TRIa
rN03a ViTrWY i@Cc j3aL 0CcjCN<nCc@3c j@3c3 a3I ,@N<3c CN j@3 URI3ȕc URcCjCRN 8aRL UUa3Nj
TRIa rN03a VTrW ġ j@3 IRN<Aj3aL LRjCRN R8 j@3 URI3 CN83aa30 8aRL UI3RACN,ICNjCRN L3A
cna3L3Njc RN  cU3,C~, ,RNjCN3Nj nN03a j@3 3aaRN3Rnc ccnLUjCRN j@j j@3 URcCjCRN R8 j@3 ,RNjCN3Nj
a3LCNc ~u30 CN jCL3Y
iTr Cc  ,IccC, ~3I0 R8 <3RU@wcC,I cjn0w Vc33 KnNG  K,/RNI0. SOfz 8Ra  I3N<j@w a3A
qC3s R8 3aIw ICj3ajna3WY 2{Rajc jR 0CcjCN<nCc@ $3js33N iTr N0 Tr. UajC,nIaIw CN j@3 ,RNA
j3uj R8 j@3 \nNjC~,jCRN R8 ,RNjCN3NjI 0aC8j. c3aq30 c N CLURajNj 3aIw LRjCqjRa 8Ra CNj3a3cj CN
iTrY KRa3 a3,3NjIw. iTr @c $33N nc30 c  ,RNcjaCNj RN. Ra ja<3j 8Ra. LR03Ic R8 LNjI3 ,RNA
q3,jCq3 Rs )bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOed `C,@a0c 3j IY. SOOed ;a3{AH3{jy. lzz:d `Rn$w
3j IY. lzSz*Y BN j@Cc ,RNj3uj.  ,RLUaCcRN R8 UI3RL<N3jC,IIwACN83aa30 iTr Uj@ )3Y<Y #3cc3
 +RnajCIIRj. lzzl* sCj@ Ua30C,jCRNc 8aRL ,RNq3,jCRN LR03Ic @c $33N nc30 jR 3cjCLj3 j@3 qCc,RcA
Cjw R8 j@3 2aj@ȕc 033U LNjI3 )bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOe* N0gRa j@3 <3RL3jaw R8 ,RNq3,jCq3
8Ra,CN< )`C,@a0c 3j IY. SOOe*Y
iTr @c IcR $33N C03NjC~30 c  URj3NjCIIw CLURajNj ,RNjaRI RN ,ICLj3Y BN C,3A<3 cjn0C3c.
j@3 ,RNN3,jCRN jR ,ICLj3 @c $33N 3cj$ICc@30 CN jsR 0C{3a3Nj ,Icc3c R8 cjn0wY 7Cacj. <3R03jC,IIw
l
R$c3aq30 iTr. 8j3a ,Raa3,jCRN 8Ra RN<RCN< iTr 0n3 jR Hj3 TI3CcjR,3N3 <I,CI ,w,I3c. @c $33N
nc30 jR 3cjCLj3 j@3 Ua3c3NjA0w Lcc $IN,3 R8 URIa C,3 c@33jc )3Y<Y KCjaRqC, 3j IY. lzzf*Y b3,A
RN0. ja0CjCRNI ,I,nIjCRNc R8 C,3A<3ACN0n,30 iTr Ua30C,j N Caa3,Rq3a$I3 0aC8j R8 j@3 URI3.
,RLLRNIw ,II30 ȔnNC0Ca3,jCRNI iTrȕd j@Cc 0aC8j @c $33N cn<<3cj30 c  URccC$I3 L3,@NCcL 8Ra
jaNcCjCRNCN< j@3 2aj@ cwcj3L Rnj R8 j@3 C,3A<3 ,w,I3c )b$0CNC 3j IY. SO4l*Y BN 00CjCRN. cjn0C3c
R8 Ia<3 LUICjn03 N0 aUC0 iTr 3q3Njc CN 033U jCL3 )KIRR8 3j IY. lzzf* @q3 $33N ,RNN3,j30
jR 0aLjC, U3ajna$jCRNc CN <IR$I <3R,@3LC,I ,w,I3cY
QnjcC03 R8 j@3 2aj@. iTr IcR UaRqC03c N CLURajNj I3Nc 8Ra cjn0wCN< j@3 0wNLC,c R8 Rj@3a
j3aa3cjaCI UIN3jc N0 LRRNc )3Y<Y K3IRc@. SO4zd rCII3LNN. SO4:d #CIIc  DL3c. SOOOd b,@nIjy
 Hnjy. SO44d KjcnwL 3j IY. lzzfd /a0C,@. lzzed ?RR0 3j IY. lzz9d b,@3NG 3j IY. lzz4d
KjcnwL  MCLLR. lzSSd c33 KjcnwL 3j IY. lzS: 8Ra  ,RLUa3@3NcCq3 a3qC3s*Y 7Ra 3uLA
UI3. CN cjn0C3c R8 Kac. iTr @c $33N CNqRG30 jR 3uUICN j@3 jRUR<aU@C, qaCjCRNc IRN< UnjjCq3
c@Ra3ICN3c )T3aaRN 3j IY. lzze*. cnUURajCN< j@3 @wURj@3cCc j@j N N,C3Nj R,3N 3uCcj30 RN j@3 cnaA
8,3 R8 j@3 a30 UIN3jY
k
7Ra j@3 3aj@ 3q3awj@CN< sc cCLUI3 3NRn<@Y Bj Encj jnaN30
RN Cjc uCc N0 8RIIRs30 Cjc ,Rnac3 aRnN0 j@3 cnN N0 @0
NRj@CN< jR sRaaw $RnjY
M3c,CR. Lcj3a0L bjRaC3c
VjaNcY /LCRN b3aIcW
2
i@3 `RjjCRNI bj$CICjw R8 
+RNq3,jCN< 2aj@. B
cc3ccCN< BN83a3N,3c R8 `UC0 iTr CN j@3 Hj3 +a3j,3Rnc
lYS BϩАЁϱβЛΫАϔϱϩ
i@3 cj$CICjw R8 j@3 2aj@ȕc aRjjCRN q3,jRa CN a3cURNc3 jR ,RNq3,jCq3 LRjCRNc CN j@3 LNjI3 @c
$33N. N0 a3LCNc. j@3 cn$E3,j R8 ,jCq3 03$j3 sCj@CN j@3 <3RU@wcC,I N0 <3RIR<C,I ICj3ajna3Y BN
<3N3aI. Ua30C,jCRNc R8 j@3 ,RNq3,jCRNACN0n,30 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN q3,jRa a3IjCq3 jR j@3
cna8,3 <3R<aU@w. Ra jan3 URIa sN03a V@3N,38Raj@ iTrW )3Y<Y bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOe*
@q3 $33N $c30 RN  ,NRNC,I 3\nCIC$aCnL cj$CICjw j@3Raw RnjICN30 $w ;RI0 )SO99*. N0 cnLA
LaCc30. c,@3LjC,IIw. CN 7C<na3 lYSY +RNcC03a N 2aj@ LR03I CN cj30w aRjjCRN 8Ra  jCL3 IRN<
3NRn<@ j@j II qCc,Rnc cja3cc3c @q3 a3Iu30 jR j@3 CLURc30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI V7C<na3 lYSSWd
CN j@Cc ,c3. j@3 3\nCIC$aCnL ȔaRjjCRNI $nI<3ȕ Ra 3IICUjC,Cjw R8 j@3 UIN3j sCII @q3  cRA,II30
@w0aRcjjC, 8RaL )MGC$R<In. SO4l*Y B8 j@3 2aj@ Cc j@3N cn$E3,j jR  URcCjCq3 IR0. URIa LRjCRN
sRnI0 ,j jR LRq3 j@3 IR0 jRsa0c j@3 3\njRa V7C<na3 lYSlWd j@3 $,G<aRnN0 $nI<3 R8 j@3 UIN3j
sCII CNCjCIIw a3cCcj cn,@ N 3u,nacCRNY ?Rs3q3a. j@3 2aj@ sCII 038RaL CN a3cURNc3 jR j@3 U3ajna$30
,3NjaC8n<I URj3NjCI. N0 j@3 $nI<3 sCII 3q3NjnIIw a3RaC3Nj U3a83,jIw jR j@3 N3s aRjjCRN q3,jRa
V7C<na3 lYSkWd j@Cc sCII 8a33 j@3 URI3 jR sN03a 8naj@3a 8aRL j@3 IR0 V7C<na3 lYS:WY i@3 UaRA
,3cc sCII ,RNjCNn3 CN CN~NCj3cCLI cj3Uc nNjCI j@3 IR0 @c LC<aj30 jR j@3 3\njRa V7C<na3 lYS9W
N0 iTr sCII ,3c3Y BN j@Cc j@3Raw. j@3 aRjjCRN q3,jRa Cc nIjCLj3Iw nNcj$I3 CN j@3 Ua3c3N,3 R8 N
UUIC30 IR0 cCN,3 j@3 $nI<3 0R3c NRj UaRqC03 Nw IRN<Aj3aL a3cCcjN,3 jR iTr );RI0. SO99d ;RIA
0a3C,@  iRRLa3. SOfO*Y i@3 2aj@. CN j@Cc c,3NaCR. Cc cC0 jR @q3 NR U3aLN3Nj L3LRaw R8 Cjc
RaC3NjjCRNY VMRj3 j@j j@3a3 Cc N ccnLUjCRN CN j@Cc ,IccC, 03c,aCUjCRN j@j j@3 UUIC30 IR0 sCII
N3q3a a3,@  cjj3 R8 CcRcjjC, ,RLU3NcjCRN. N0 sCII j@nc ,RNjCNnRncIw ,j c  0aCqCN< 8Ra,3 RN
j@3 URI3YW
i@3 U@wcC,I $cCc 8Ra j@Cc 03c,aCUjCRN R8 aRjjCRNI cj$CICjw @c $33N @C<@IC<@j30 $w jsR 3\nIIw
,NRNC,I c,@3LjC, CL<3cY 7Ra 3uLUI3. j@3 ,RNjCNnI 3{Raj $w j@3 $nI<3 jR G33U nU sCj@ j@3
aRjjCRN URI3 Cc CIIncjaj30 $w ;RI0ȕc 8LRnc 0RNG3w N0 ,aaRj NIR<w. s@3a3$w  0RNG3w Va3UA
a3c3NjCN< j@3 $nI<3W LRq3c CN3uRa$Iw jRsa0c  ,aaRj Vj@3 URI3W j@j Cc ,RNN3,j30 jR j@3 0RNG3w
$w N Rq3a@30 sCa3 j@j 0N<I3c 8ancjajCN<Iw CN @Cc ICN3 R8 cC<@j );RI0. SO99*Y  G3w 3I3L3Nj R8
j@3 ;RI0 cj$CICjw j@3Raw Cc j@j Nw IR0. NR Ljj3a s@j cCy3. sCII 0aCq3  iTr j@j 3q3NjnIIw
LRq3c j@3 IR0 jR j@3 3\njRaY i@Cc G3w cU3,j R8 j@3 j@3Raw sc 0Cc,ncc30 $w ;RI0a3C,@  iRRLa3
)SOfO*. s@R ,@a,j3aCc30 j@3 IR0 $w  cLII $33jI3. Ra  c3j R8 cn,@ $33jI3cY Bj Cc CLURajNj jR 3LA
U@cCc3 j@j j@3 Ȕ3\nCIC$aCnLȕ cj$CICjw j@3Raw R8 ;RI0 wC3I0c  Ua30C,jCRN R8 j@3 ~NI RaC3NjjCRN R8
j@3 URI3 N0 cwc NRj@CN< $Rnj j@3 jCL3c,I3 a3\nCa30 jR a3,@ j@3 3\nCIC$aCnL URcCjCRNY
BN Lj@3LjC,I j3aLc. j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN URI3 CN j@3 ;RI0 cj$CICjw j@3Raw Cc <Cq3N
$w j@3 0Ca3,jCRN R8 j@3 UaCN,CUI uCc R8 j@3 NRNA@w0aRcjjC, CN3ajC j3NcRaY BN j@Cc a3<a0. nN03a j@3
ccnLUjCRN j@j j@3 jCL3c,I3 R8 ,RNq3,jCRN Cc Ln,@ IRN<3a j@N j@3 jCL3c,I3 R8 $nI<3 0EncjL3Nj.
j@3 iTr Uj@ CN ,RNq3,jCRN cjn0C3c @c <3N3aIIw $33N ,RLUnj30 $w 0C<RNICcCN< j@3 CN3ajC j3NA
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)LJXUH  6FKHPDWLF LOOXVWUDWLRQ RI WKH SK\VLFV RI 73: DV WUHDWHG E\ $ *ROG >@ DQG % :LOOHPDQQ >@
DQG 0DWVX\DPD HW DO >@ 7KH JUHHQ GLVN UHSUHVHQWV D SRVLWLYH LQWHUQDO GHQVLW\ ORDG WKH EOXH RXWHU VKHOO VHF
RQG URZ LV DQ HODVWLF OLWKRVSKHUH WKH VROLG DUURZ ZLWK VSLQ DQG 73: GLUHFWLRQV VSHFLÀHG DW WKH KHDG DQG WLS
UHVSHFWLYHO\ LV WKH URWDWLRQ YHFWRU DQG WKH ORQJGDVKHG DUURZV DUH SUHYLRXV URWDWLRQ YHFWRUV ZLWKLQ WKH VDPH VH
ULHV 2Q HDFK IUDPH D GDVKHG OLQH GHQRWHV WKH SODQH RI WKH URWDWLRQDO EXOJH ZKLOH WKH GRWWHG OLQH LV WKH URWDWLRQDO
HTXDWRU :KHQ WKHVH WZR OLQHV DUH DOLJQHG $ $ $ % WKH EXOJH LV SHUIHFWO\ UHOD[HG $ 73: RQ DQ (DUWK
PRGHO LQ ZKLFK WKH URWDWLRQDO EXOJH ZLOO XOWLPDWHO\ DGMXVW FRPSOHWHO\ WR ORDGLQGXFHG 73: DQG WKH ORDG ZLOO XOWL
PDWHO\ PLJUDWH WR WKH HTXDWRU $ % 73: ZKHQ DQ LQLWLDO K\GURVWDWLF IRUP % LQFOXGHV DQ XQVWUHVVHG HODVWLF
OLWKRVSKHUH ,Q WKLV FDVH WKH HODVWLF VKHOO ZLOO SHUPDQHQWO\ UHVLVW H[FXUVLRQV RI WKH URWDWLRQ SROH DQG WKH ÀQDO VWDWH
% LQ ZKLFK WKH ORDG KDV QRW UHDFKHG WKH HTXDWRU ZLOO UHSUHVHQW D EDODQFH EHWZHHQ WKLV UHVLVWDQFH DQG WKH
ORDGLQGXFHG LPSDFW RQ WKH SROH
cRa U3ajna$jCRN j 3,@ cj3U CN j@3 cCLnIjCRNY i@Cc U3ajna$jCRN jG3c CNjR ,,RnNj j@3 0q3,jCRN
R8 03NcCjw @3j3aR<3N3CjC3c N0 038RaLjCRN R8 II $RnN0aC3c ccR,Cj30 sCj@ j@3 LNjI3 RsY
 cLII NnL$3a R8 cjn0C3c @q3 3uj3N030 j@3 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw 03c,aC$30 $Rq3 jR ,RNA
cC03a j@3 jCL3 @CcjRaw R8 iTr )3Y<Y `C,a0 3j IY. SOOkd `C,@a0c 3j IY. SOOe. SOOOd icC  bj3q3NA
cRN. lzzed b,@$3a 3j IY. lzzO*Y icC  bj3q3NcRN )lzze*. 8Ra 3uLUI3. nc30 c,ICN< a<nL3Njc
$c30 RN 3N3a<w ,RNcC03ajCRNc jR 03aCq3 NIwjC, 3uUa3ccCRNc 8Ra j@3 iTr R8  Kus3II $R0w sCj@
 cCN<I3 a3IujCRN jCL3Y i@3Ca cjn0w @C<@IC<@jc c3q3aI CLURajNj ,RN,3Ujc j@j sCII IcR $3 UUaA
3Nj CN j@3 a3cnIjc s3 03c,aC$3 sCj@CN j@Cc UU3aY 7Ra 3uLUI3.  ,3NjaI <RI R8 j@3Ca NIwcCc sc jR
\nNjC8w j@3 ȔcU330 ICLCjȕ R8 iTrġ @Rs 8cj ,N j@3 URI3 <R CN a3cURNc3 jR ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<]
f
BN j@Cc a3<a0. Cj Cc CLURajNj jR URCNj Rnj j@j j@3a3 Cc. R8 ,Rnac3. NR LCNCLnL cU330 ġ  IR0 j@3
cCy3 R8 j@3 $33jI3 Lw 3q3NjnIIw <3j jR j@3 3\njRa ncCN< j@3 j@3Raw R8 ;RI0 )SO99*. $nj Cj Lw jG3
IRN<3a j@N j@3 <3 R8 j@3 2aj@ jR 0R CjY icC  bj3q3NcRN )lzze* IcR CNjaR0n,30 j@3 ,RN,3Uj R8
 iTr ~Ij3aY BN UajC,nIa. j@3w a<n30 j@j iTr sCII LRcj 3|,C3NjIw $3 3u,Cj30 $w j@3 IRN<3cj
jCL3c,I3c R8 j@3 8Ra,CN<. N0 j@3 jaNcCjCRN Ra ,njAR{ sCj@CN j@Cc IRs V8a3\n3N,wW Ucc ~Ij3a sCII $3
<Rq3aN30. CN Ia<3 Uaj. $w j@3 LNjI3 qCc,RcCjwY 7C<na3 S CN icC  bj3q3NcRN )lzze* Cc  UajC,nA
IaIw 3I3<Nj 03LRNcjajCRN R8 j@Cc U@wcC,cY
icC  bj3q3NcRN )lzze* nc30 j@3Ca LR03I jR ,RN,In03 j@j j@3 LuCLnL aj3 R8 iTr Cc
И.ω 03< Kwa−Ϲ. j@Rn<@ j@3w 3LU@cCc3 j@j j@Cc aj3 Cc cncjCN$I3 8Ra RNIw  c@Raj U3aCR0 R8 jCL3Y
i@3w ,RN,In030 j@j j@Cc aj3 UU3ac jR $3 jRR @C<@ a3IjCq3 jR j@3 <3RIR<C,I a3,Ra0. j I3cj CN j@3
URcjADnaccC, U3aCR0. N0 j@3w UaRqC030  cnCj3 R8 URccC$I3 3uUINjCRNc 8Ra j@Cc 0Cc,a3UN,w Vc33
UYO R8 j@3Ca UU3aWY QN3 R8 j@3c3 3uUINjCRNc Cc j@j j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw Lw $3 @C<@3a j@N
j@3w ,RNcC03a30d N CN,a3c3 CN j@Cc qCc,RcCjw sRnI0 ,j jR cIRs j@3 ,RNq3,jCq3 0aCqCN< 8Ra,3 8Ra
iTrY N 3aIC3a ,RNq3,jCq3 cCLnIjCRN R8 URIa LRjCRN )bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOe*. $c30 RN
j@3 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw R8 ;RI0 )SO99*. IcR a3\nCa30  @C<@ 033U LNjI3 qCc,RcCjw jR ,@C3q3
iTr aj3c ,RNcCcj3Nj sCj@ UI3RL<N3jC, 0j Rq3a j@3 Icj 9z KwaY icC  bj3q3NcRN )lzze* IcR
NRj30 j@j j@3Ca iTr cU330 ICLCj sc jRR IRs jR IIRs j@3 ϭе◦ c@C8j CN ∼ ωе Kwa CN83aa30 8Ra j@3
3aIw +L$aCN $w FCac,@qCNG 3j IY )SOOe*Y i@3w ,RN,In030 j@j j@3 URIa LRjCRN URcjnIj30 $w
FCac,@qCNG 3j IY )SOOe* sc 0wNLC,IIw CLUIncC$I3Y
icC  bj3q3NcRN )lzze* 0C0 NRj CN,In03 j@3 URccC$I3 cj$CICcCN< 3{3,j R8 N 3IcjC,. Ra 3q3N
@C<@AqCc,RcCjw qCc,R3IcjC, ICj@RcU@3a3Y i@3w cn<<3cj30 j@j $aRG3N UIj3c 0R NRj UaRqC03 Nw a3A
cCcjN,3 jR ,@N<3c CN j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI VcCN,3 0EncjL3Njc sRnI0. j@3w a<n30. $3 jG3N nU
IRN< UIj3 $RnN0aC3cW. N0 j@j j@3 jCL3c,I3 ccR,Cj30 sCj@ j@3 3IcjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 ICj@RA
cU@3a3 sRnI0 $3 c@Raj a3IjCq3 jR j@3 ,@a,j3aCcjC, jCL3c,I3 R8 j@3 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<Y BN a3<a0
jR j@3 ~acj a<nL3Nj. j@3 ,3NjaC8n<I 8Ra,3 sCII ,j sCj@CN j@3 3NjCa3 $R0w R8 j@3 UIN3j. N0 sCII
j@3a38Ra3 ,nc3 3una3. N0 a3cCcjN,3 jR iTr. j@aRn<@Rnj j@3 UIj3 ġ NRj RNIw j UIj3 $RnN0A
e
aC3cY Bj Cc ,3ajCNIw jan3 j@j j@3 3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3cc R8  $aRG3N UIj3 CN a3cURNc3 jR  $R0w
8Ra,3 sCj@  cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 jsR URj3NjCI VCY3. j@3 ,3NjaC8n<I 8Ra,3W sCII $3 cLII3a
j@N j@3 3IcjC, j@C,GN3cc R8 N nN$aRG3N c@3II. $nj Cj sCII NRj $3 y3aRY i@Cc sCII $3 UajC,nIaIw jan3
CN ,RNcC03aCN< iTr Rq3a jCL3c,I3c R8 Ra03a c3q3aI Kwa Ra I3ccd 8Ra CNcjN,3. LR03IICN< R8 C,3
<3 0EncjL3Njc ,I3aIw a3\nCa3c j@3 CN,RaURajCRN R8  cjaRN< ICj@RcU@3a3 )3Y<Y. MG0  HLA
$3,G. SO4O*Y BN a3<a0 jR j@3 c3,RN0 a<nL3Nj. s@CI3 j@3 3IcjC, a3cURNc3 R8 j@3 ICj@RcU@3a3 sCII
,3ajCNIw @q3  jCL3c,I3 j@j Cc c@Raj a3IjCq3 jR j@3 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<. j@3 Ua3c3N,3 R8 cn,@ 
ICj@RcU@3a3 ġ 3q3N  $aRG3N RN3 ġ sCII NRN3j@3I3cc @q3  URj3NjCIIw UaR8RnN0 CLU,j RN aRjA
jCRNI cj$CICjwY i@Cc CLU,j Cc CIIncjaj30 CN 7C<na3 lYS#. s@C,@ 3uj3N0c j@3 cj$CICjw a<nL3Njc CN
7C<na3 lYS );RI0. SO99* jR CN,In03 N 3IcjC, ICj@RcU@3aC, c@3IIY
i@3 3\nCIC$aCnL aRjjCRNI cj$CICjw R8 0wNLC,. j3aa3cjaCI UIN3jc sCj@ 3IcjC, ICj@RcU@3a3c sc
~acj ja3j30 $w rCII3LNN )SO4:*. N0 LRcj a3,3NjIw $w KjcnwL 3j IY )lzzf* N0 /a0C,@
3j IY )lzz4*. s@R ,Raa3,j30 LCNRa 3aaRac CN j@3 RaC<CNI 03c,aCUjCRNY +RNcC03a j@3 LR03I UIN3j CN
7C<na3 lYS#S. s@C,@ Cc ,@a,j3aCc30 $w  @w0aRcjjC, $,G<aRnN0 R$Ij3N3cc VCY3Y. j@3 jj3NCN<
CN 7C<na3 lYS#S Cc C03NjC,I jR j@j CN 7C<na3 lYSSWY H3j nc ccnL3 j@3 UIN3j @c N nNcja3cc30
3IcjC, ICj@RcU@3a3. c 03NRj30 $w j@3 IC<@j $In3 c@3IIY N nNcja3cc30 c@3II Lw @q3 03q3IRU30. 8Ra
3uLUI3. j@aRn<@ c3,nIa ,RRICN< R8 j@3 UIN3j. Ra $w q3aw cIRs qCc,Rnc a3IujCRN sCj@CN j@3 ICj@RA
cU@3a3Y B8 j@Cc UIN3j Cc cn$c3\n3NjIw IR030 V7C<na3 lYS#lW. j@3 URI3 sRnI0 Vc CN 7C<na3 lYSlW
LRq3 sw 8aRL j@3 IR0 N0 j@3 $nI<3 sCII a3cCcj j@Cc LRjCRNY ?Rs3q3a. j@3 CLURajNj 0CcjCN,jCRN
$3js33N j@Cc ,c3 N0 7C<na3 lYS Cc j@j j@3 0EncjL3Nj R8 j@3 $nI<3 CN a3cURNc3 jR iTr ,NNRj
U3a83,jIw a3RaC3Nj j@3 $nI<3 VCY3. j@3 3IcjC, c@3II ,NNRj 038RaL jR $3 cwLL3jaC, $Rnj j@3 N3s URI3
URcCjCRNd 7C<na3 lYS#kWY i@3 03qCjCRN 8aRL c,3NaCR lYS aCc3c $3,nc3 3IcjC, cja3cc3c j@j 03A
q3IRU CN j@3 VCNCjCIIw nNcja3cc30W ICj@RcU@3a3 CN a3cURNc3 jR j@3 U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI sCII
CLURc3  U3aLN3Nj a3cjRaCN< 8Ra,3 RN j@3 aRjjCRN q3,jRaY i@j Cc. CN j@Cc ,c3. j@3 cwcj3L sCII
@q3  L3LRaw R8 Cjc CNCjCI cjj3. N0 j@3 nIjCLj3 a3cnIj Cc j@j j@3 ~NI 3\nCIC$aCnL URI3 URcCjCRN
V7C<na3 lYS#9W sCII a33,j  $IN,3 $3js33N IR0CN< N0 s@j rCII3LNN )SO4:* N0 KjcnwL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3j IY )lzzf* ,II30 j@3 Ȕa3LNNj aRjjCRNI $nI<3ȕY KRcj NRj$Iw. iTr sCII ,3c3 $38Ra3 j@3 IR0
LG3c Cj jR j@3 3\njRaY
i@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 ICj@RcU@3a3 Cc cC<NC~,NjY c N 3uLUI3. jG3N 8aRL j@3
a3cnIjc R8 KjcnwL 3j IY )lzzf*. ,RNcC03a  IR0 sCj@  Ua3A,RLU3Ncj30 cCy3 j@j Cc SzX R8 j@3
cCy3 R8 j@3 3\njRaCI $nI<3. s@3a3 ȔcCy3ȕ Cc L3cna30 $w j@3 ccR,Cj30 <3RURj3NjCI U3ajna$jCRN
j cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 jsRY B8 j@Cc IR0 Cc UI,30 j  ,RIjCjn03 R8 ωе◦. j@3N j@3 ;RI0 )SO99*
j@3Raw Ua30C,jc  jRjI iTr R8 φе◦ VcCN,3 j@3 IR0 sCII nIjCLj3Iw a3,@ j@3 3\njRaWY BN ,RNjacj.
C8  ICj@RcU@3a3 R8 j@C,GN3cc R8 9z GL Cc ccnL30. j@3N j@3 3uj3N030 3\nCIC$aCnL cj$CICjw j@3Raw
cnLLaCc30 CN 7C<na3 lYS# nIjCLj3Iw wC3I0c  iTr R8 RNIw ω◦Y isR ,q3jcY 7Cacj. C8 j@3 9z GL
ICj@RcU@3a3 Cc $aRG3N. j@3N j@3 3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3cc sCII $3 cLII3a j@N j@Cc qIn3. $nj Cj sCII
NRj $3 y3aRd Cj Cc CLURajNj. CN j@Cc a3<a0. jR NRj3 j@j j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LA
NNj aRjjCRNI $nI<3 Cc a3IjCq3Iw CNc3NcCjCq3 jR j@3 0RUj30 ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc )rCII3LNN.
SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzf*Y 7Ra 3uLUI3. C8 s3 a3U3j j@3 ,I,nIjCRN 8Ra N 3IcjC, ICj@RcU@3aC,
j@C,GN3cc R8 l9 GL. j@3 jRjI iTr Ua30C,j30 $w KjcnwL 3j IY )lzzf* sRnI0 cjCII $3 I3cc j@N
φ◦Y b3,RN0. C8 j@3 ICj@RcU@3a3 s3a3 ja3j30 c qCc,R3IcjC, aj@3a j@N 3IcjC,. j@3N j@3 cj$CICcA
jCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3 sRnI0 NRj $3 U3aLN3NjY `j@3a. Cj sRnI0 RNIw cj$CICc3 j@3
aRjjCRN URI3 CN a3cURNc3 jR 8Ra,CN<c sCj@ jCL3c,I3c I3cc j@N j@3 a3IujCRN jCL3 R8 j@3 @C<@ qCcA
,RcCjw ICj@RcU@3a3Y BN j@Cc a3<a0. Cj sRnI0 ,j. c CN j@3 j3aLCNRIR<w R8 icC  bj3q3NcRN )lzze*.
c  IRs Ucc iTr ~Ij3aY BN Nw 3q3Nj. j@3 aj@3a 0aLjC, 0LUCN< R8 iTr ccR,Cj30 sCj@ j@3
Ua3c3N,3 R8 N 3IcjC, Ra @C<@ qCc,RcCjw ICj@RcU@3a3 cn<<3cjc j@j j@3 a3LNNj $nI<3 U@wcC,c c@RnI0
$3 CN,RaURaj30 CNjR j@3 aRjjCRNI cj$CICjw j@3RawY
BN j@Cc UU3a s3 RnjICN3  ICN3aCc30 cj$CICjw j@3Raw 8Ra j@3 aRjjCRN R8 2aj@ LR03Ic sCj@  SA/
V03Uj@AqawCN<W ICN3a qCc,R3IcjC, a@3RIR<wY i@3 j@3Raw 3uj3N0c j@3 UUaR,@ 03c,aC$30 $w icC 
bj3q3NcRN )lzze* CN  NnL$3a R8 swcY 7Cacj. Cj 0LCjc c LNw a3IujCRN jCL3c VRa NRaLI LR03cW
c 3uCcj CN j@3 CLUnIc3 a3cURNc3 R8 j@3 2aj@ LR03IY b3,RN0. j@3 SA/ 03Uj@ qaCjCRN ,,RLLRA
0j3c N 3IcjC, Ra ~NCj3 qCc,RcCjw ICj@RcU@3a3. N0 j@nc CN,RaURaj3c j@3 URccC$CICjw R8 cj$CICyjCRN
O
8aRL j@3 a3LNNj aRjjCRNI $nI<3Y i@3 j@3Raw IcR IIRsc 8Ra j@3 URccC$CICjw R8 N 3u,3cc 3IICUjC,A
Cjw CN j@3 2aj@ȕc 8RaL s@C,@ LC<@j aCc3 8aRL  NnL$3a R8 UaR,3cc3c ,jCN< RN jCL3c,I3c Ln,@
IRN<3a j@N j@3 ,RNq3,jCq3 Rs ,RNcC03a30 CN j@Cc LNnc,aCUj Vc33 $3IRsWY i@3 j@3Raw Cc $c30 RN
 ICN3aCc30 q3acCRN R8 j@3 jCL3 0RLCN 2nI3a 3\njCRN. N0 Cj 8RIIRsc a3,3Nj 03q3IRUL3Njc CN j@3
j@3Ra3jC,I ja3jL3Nj R8 C,3 <3 2aj@ aRjjCRN )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*Y i@3 ICN3aCcjCRN ccnL3c
ȔcLIIȕ LRjCRNc R8 j@3 aRjjCRN URI3d @Rs3q3a. s3 Ua3c3Nj a3cnIjc j@j CN0C,j3 j@j j@3 iTr ,N
a3,@ Ие◦ĢДе◦ $38Ra3 3aaRac 3u,330 Ra03a 9ĢSzXY N0 j@nc. sCj@CN j@Cc aN<3 R8 iTr s3 3uUIRa3
j@3 8nII ,RLUI3uCjw R8 j@3 jCL3 03U3N03N,3 R8 j@3 iTrY
iR CNq3cjC<j3 j@3 jCL3 03U3N03N,3 R8 iTr. s3 N330 jR cU3,C8w  jCL3 @CcjRaw R8 j@3 ,RNq3,jCq3
8Ra,CN< VCY3Y.  jCL3 @CcjRaw R8 U3ajna$jCRNc jR j@3 CN3ajC j3NcRaWY icC  bj3q3NcRN )lzze* ,RNcC0A
3a30 cCNncRC0I qaCjCRNc CN j@3 iTr 8Ra,CN<. CN ,RNjacj jR 3aIC3a cjn0C3c j@j j3N030 jR 3uUIRa3
aRjjCRNI cj$CICjw CN a3cURNc3 jR  cj3UAsCc3 ,@N<3 CN j@3 CN3ajC j3NcRa )3Y<Y. KnNG  K,/RNA
I0. SOfz*Y i@3 jCL3 qaCjCRN CN j@3 CN3ajC j3NcRa 0aCq3N $w LNjI3 Rs ILRcj ,3ajCNIw CN,In03c
$Rj@ ,Icc3c R8 8Ra,CN< ġ CN0330. ;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO* 03LRNcjaj30 j@j j@3 jCL3c,I3 8Ra
CN3ajC j3NcRa ,@N<3c ,N $3 c@Raj C8 j@3a3 a3 LnIjCUI3 ,RNjaC$njRac jR j@3 8Ra,CN< ġ N0 j@nc Rna
NIwcCc sCII ,RNcC03a $Rj@  cCNncRC0I jCL3 @CcjRaw N0  @CcjRaw CNqRIqCN<  <a0nI aLUAnU Ra
N3j c@C8j CN j@3 IR0Y
c  ~acj UUIC,jCRN R8 Rna j@3Raw. s3 sCII CNq3cjC<j3 j@3 UIncC$CICjw. 8aRL j@3 U3acU3,jCq3
R8 aRjjCRNI 0wNLC,c. R8 3qC03N,3 8Ra  aUC0 iTr 3q3Nj CN j@3 Hj3 +a3j,3Rnc )b<3a  FRUA
U3ac. lzzz*Y bU3,C~,IIw. b<3a  FRUU3ac )lzzz* CN83aa30 ϹЍ◦ĢИϹ◦ R8 iTr CN lĢ9 Kwa $3<CNA
NCN< j ∼ ξφ K RN j@3 $cCc R8 UI3RL<N3jC, 0j 8aRL T,C~, c3LRnNjc )c33 +Rjja3II  iaA
0nNR. lzzz 8Ra  ,aCjC\n3 R8 j@3 b<3a  FRUU3ac. lzzz 0j c3j N0 L3j@R0RIR<w*Y KRa3 a3,3NjIw.
j@3a3 @c IcR $33N  Ua3ICLCNaw cn<<3cjCRN. $c30 RN L<N3jRcjajC<aU@C, 0j. R8 aUC0 VRa03a
S KwaW. \ncCA,w,IC,I Ϲе◦ĢИе◦ iTr 0naCN< j@3 Hj3 +a3j,3Rnc )i@Ccc3N 3j IY. lzSz*Y rCj@ j@3
3uU3,jjCRN j@j cn,@ @C<@ a3cRInjCRN NIwc3c sCII $3,RL3 LRa3 ,RLLRN. j@3 Rq3aa,@CN< <RI
R8 Rna cjn0w sCII $3 jR 3cj$ICc@ $RnN0c RN j@3 LUICjn03 R8 iTr N0 3In,C0j3 j@3 U@wcC,c ,RNA
Sz
jaRIICN< aUC0 LRjCRNc R8 j@3 aRjjCRN URI3 ġ s@3j@3a j@3c3 LRjCRNc a3 \ncCA,w,IC,I Ra nNC0Ca3,A
jCRNIY i@3 ICN3aCc30 j@3Raw s3 03q3IRU Cc UajC,nIaIw s3II cnCj30 jR cn,@ UaR$I3Lc. cCN,3 j@3 N3j
URIa sN03a 0naCN< cn,@ 3q3Njc Cc s3II sCj@CN j@3 aN<3 R8 qIC0Cjw s3 3cj$ICc@ 8Ra j@3 ICN3aCcA
jCRNY KRa3Rq3a. j@3 a3cURNc3 R8 j@3 2aj@ jR cn,@ aUC0 8Ra,CN< Cc ,3ajCNIw ,@a,j3aCc30 $w cRL3
03<a33 R8 3IcjC, cja3N<j@ CN j@3 ,ancjAICj@RcU@3a3 cwcj3L. N0 @3N,3 j@3 a3LNNj $nI<3 U@wcC,c
Lw UIw N CLURajNj aRI3Y
r3 $3<CN sCj@  cnLLaw R8 j@3 ICN3aCc30 j@3Raw R8 aRjjCRNI cj$CICjwY
lYl  HϔϩζΞЁϔЅζβ iϑζϱЁЭ ϱυ 2ΞЁАϑ `ϱАΞАϔϱϩ
BN j@Cc c3,jCRN. s3 RnjICN3  ICN3aCc30 8RaL R8 j@3 3\njCRN <Rq3aNCN< ,RNc3aqjCRN R8 N<nIa LRA
L3NjnL j@j Cc 03aCq30 8aRL a3,3Nj ja3jL3Njc sCj@CN j@3 ICj3ajna3 R8 C,3 <3 aRjjCRN )KCjaRqC,
3j IY. lzz9*Y
BN j@3 ,c3 s@3a3 NR 3uj3aNI jRa\n3c ,j RN j@3 cwcj3L. j@3 2nI3a 2\njCRN CN N 2aj@A~u30
a383a3N,3 8aL3 Cc
е = DCE(j)s˙E(j) + D˙CE(j)sE(j) + ĨCEGsE(j)DGI(j)sI(j), VlYSW
s@3a3 D 03NRj3c j@3 CN3ajC j3NcRa. sC a3 ,RLURN3Njc R8 N<nIa q3IR,Cjw. ĨCEG Cc j@3 H3qCA+CqCj
j3NcRa. N0 j@3 0Rj cnU3ac,aCUj 03NRj3c  jCL3 03aCqjCq3Y
B8 s3 ccnL3 j@j j@3 CN3ajC j3NcRa Cc 0C<RNI CN j@3 nNU3ajna$30 cjj3. sCj@ 3I3L3Njc <Cq3N $w
. . N0 +. N0. CN j@3 cL3 cjj3. j@3 N<nIa q3IR,Cjw q3,jRa Cc <Cq3N $w Ǭ = (е, е, Ǭ). j@3N 
U3ajna$jCRN 8aRL j@Cc CNCjCI cjj3 ,N $3 saCjj3N c
sC(j) = Ǭ[ñCД + LC(j)]
DϹϹ(j) = + BϹϹ(j)
DИИ(j) = + BИИ(j)
DДД(j) = ++ BДД(j)
DCE(j) = BCE(j) 8Ra C ̸= E
. VlYlW
SS
s@3a3 s3 ccnL3 j@j II U3ajna$jCRNc BCE a3 cLII3a j@N 3Cj@3a R8 j@3 UaCN,CUI LRL3Njc CN j@3
nNU3ajna$30 cwcj3L V,+W. N0 j@j LC ≪ ϹY
i@3a3 a3 j@a33 ,RNjaC$njCRNc jR j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNcY i@3c3 a3- VSW j@3 LNjI3 Ra
cna8,3 Lcc NRLIC3cd VlW j@3 038RaLjCRN CN0n,30 $w j@3 Lcc NRLIC3cd N0 VkW j@3 038RaLA
jCRN CN a3cURNc3 jR j@3 U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCIY BN 3,@ ,c3.  LUUCN< 3uCcjc $3js33N j@3
U3ajna$jCRN CN j@3 CN3ajC j3NcRa N0 j@3 ccR,Cj30 U3ajna$jCRN CN j@3 <3RURj3NjCI j cU@3aC,I
@aLRNC, 03<a33 l )3Y<Y. KjcnwL 3j IY. lzzf*Y r3 0RUj  Kus3II qCc,R3IcjC, a@3RIR<w CN
j@3 ,I,nIjCRN R8 j@3c3 <3RURj3NjCI U3ajna$jCRNc N0 j@3 Ijj3a jsR ,RNjaC$njCRNc Lw j@3a38Ra3
$3 ,RLUnj30 ncCN< qCc,R3IcjC, HRq3 NnL$3a j@3Raw )T3IjC3a. SOe:d rn. SOe4d iaRLU  KCjaRA
qC,. SOOO*Y
BN j@3 jCL3 VjW 0RLCN. j@3 IR0 N0 jC0I VRa jC0IA3{3,jCq3W G HRq3 NnL$3ac j cU@3aC,I @aA
LRNC, 03<a33 jsR a3. a3cU3,jCq3Iw. <Cq3N $w
GHИ(Hi, ƺ, j) = GH,2И ñ(j) +
D∑
E=Ϲ
a′E3−cEj
GiИ(Hi, ƺ, j) = Gi,2И ñ(j) +
D∑
E=Ϲ
a′′E 3−cEj
Y VlYkW
i@3 HRq3 NnL$3ac a3 ,RLUaCc30 R8 CNcjNjN3Rnc 3IcjC, V~acj j3aL RN j@3 aC<@jA@N0 cC03W N0
NRNA3IcjC, Vc3,RN0 j3aLW ,RLURN3Njc. s@3a3 j@3 Ijj3a a3 ,RLUaCc30 R8  c3j R8 D NRaLI LR03c
R8 qCc,R3IcjC, 03,wY i@3 jsR HRq3 NnL$3ac c@a3 j@3 cL3 c3j R8 CNq3ac3 03,w jCL3c. cE. $nj
@q3 0CcjCN,j LR0I LUICjn03cY i@3 qCc,R3IcjC, 2aj@ LR03I cjan,jna3 Cc 3L$30030 sCj@CN 3,@
R8 j@3 UaL3j3ac j@j 03~N3 j@3c3 HRq3 NnL$3acY BN j@Cc a3<a0. RN j@3 I38jA@N0 cC03 R8 j@3c3
3\njCRNc. s3 LG3 j@3 03U3N03N,3 RN j@3 3IcjC, j@C,GN3cc R8 j@3 ICj@RcU@3a3. Hi. N0 RN j@3 aA
0CI qCc,RcCjw UaR~I3. ƺ. 3uUIC,CjY Bj sCII $3 nc38nI jR saCj3 j@3c3 jCL3 0RLCN 3uUa3ccCRNc CN j3aLc
Sl
R8 j@3Ca HUI,3AjaNc8RaL. cA0RLCN 8RaLcY i@3c3 a3
GHИ(Hi, ƺ, c) = GH,2И +
D∑
E=Ϲ
a′E
c+ cE
GiИ(Hi, ƺ, c) = Gi,2И +
D∑
E=Ϲ
a′′E
c+ cE
Y VlY:W
mcCN< 3\njCRN VlYlW CN VlYSW. N0 ,RLUnjCN< j@3 N3,3ccaw CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNc ncCN<
j@3 qCc,R3IcjC, HRq3 NnL$3ac. wC3I0c. 8j3a cRL3 I<3$a. j@3 ICN3aCc30 2nI3a 2\njCRN VCY3Y. j@3
HCRnqCII3 2\njCRNW )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*
L(j) = B
H(j) + GHИ(Hi, ƺ, j) ∗ BH(j)
(+− ) +
GiИ(Hi, ƺ, j)
G8
∗L(j) . VlY9W
s@3a3 ∗ 03NRj3c  jCL3A,RNqRInjCRN. BH(j) = BHϹД(j) + C BHИД(j). N0 L(j) = LϹ(j) + C LИ(j)Y i@3
R$c3aq30 nC0 HRq3 NnL$3a. G8. Cc
G8 = Д;φǬИ (+− ) . VlYfW
CN s@C,@  N0 Ǭ a3 j@3 a0Cnc N0 aRjjCRN aj3 R8 j@3 2aj@. N0 ; Cc j@3 nNCq3acI <aqCjjCRNI
,RNcjNjY i@3 j3aL BH(j) CN 3\njCRN VlY9W a3Ua3c3Njc j@3 U3ajna$jCRN jR j@3 CN3ajC j3NcRa ccR,CA
j30 sCj@ j@3 0Ca3,j 3{3,j R8 j@3 IR0 VCY3Y. j@3 ~acj R8 j@3 ,RNjaC$njCRNc jR j@3 jRjI CN3ajC j3NcRa
U3ajna$jCRN 0Cc,ncc30 $Rq3WY
i@3 qIn3 R8 G8 <Rq3aNc j@3 $,G<aRnN0 R$Ij3N3cc R8 j@3 2aj@ LR03I nURN s@C,@ j@3 U3ajnaA
$jCRNc ccR,Cj30 sCj@ j@3 IR0CN< a3 cnU3aCLURc30Y BN Ua,jCc3. s3 ,N c3Uaj3 j@Cc NnL$3a
CNjR @w0aRcjjC, N0 NRNA@w0aRcjjC, VGN@W ,RNjaC$njCRNc. s@3a3 j@3 8RaL3a ,N $3 ,RLUnj30 ncCN<
qCc,R3IcjC, HRq3 NnL$3a j@3RawY bU3,C~,IIw. j@Cc c3UajCRN ,N $3 saCjj3N c
G8 = GiИ(Hi = е, c = е) + GN@ . VlYeW
Sk
s@3a3 j@3 @w0aRcjjC, 8RaL @c $33N a3UI,30 $w j@3 03<a33Al G nC0 HRq3 NnL$3a 8Ra  LR03I
sCj@ NR 3IcjC, ICj@RcU@3a3 j j@3 ICLCj R8 CN~NCj3 jCL3 Vc = еWd CN j@Cc ,c3. j@3a3 a3 NR Una3Iw
3IcjC, a3<CRNc N0 II qCc,Rnc a3<CRNc R8 j@3 LR03I @q3 8nIIw a3Iu30 ġ @3N,3 j@3 03U3N03N,3 RN
ƺ 0CcUU3acY
UUIwCN< j@Cc 03,RLURcCjCRN jR 3\njCRN VlY9W wC3I0c
L(j) = B
H(j) + GHИ(Hi, ƺ, j) ∗ BH(j)
(+− ) +
GiИ(Hi, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е) + GN@
∗L(j) Y VlY4W
BN j@3 cA0RLCN. j@Cc 3\njCRN $3,RL3c
L(c) = B
H(c)
+−  ·
Ϲ+ GHИ(Hi, ƺ, c)
Ϲ− GiИ(Hi,ƺ,c)GiИ(Hi=е,c=е)+GN@
Y VlYOW
r3 ,N nc3 j@Cc Icj 3\njCRN jR a3qCcCj j@3 U@wcC,c R8 $Rj@ c,3NaCRc c@RsN CN 7C<na3 lYSY BN j@3
aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw R8 ;RI0 )SO99*. j@3 $,G<aRnN0 8RaL Cc Una3Iw @w0aRcjjC, VCY3. GN@ = еW.
N0 j@3 LR03I @c NR 3IcjC, ICj@RcU@3a3 VCY3Y. Hi = еWY B8 s3 8naj@3aLRa3 ccnL3 j@j j@3 IR0
Cc N3q3a CcRcjjC,IIw ,RLU3Ncj30 Vc ;RI0 0C0W. j@3N j@3 j3aL CN j@3 NnL3ajRa. Ϲ + GHИ(Hi =
е, ƺ, c) Cc ccnL30 jR $3 NRNAy3aR CN j@3 ICLCj R8 CN~NCj3 jCL3 VRa c = еWY ?Rs3q3a. CN j@3 cL3
jCL3 ICLCj. j@3 03NRLCNjRa. Ϲ − GiИ(Hi, ƺ, c)/[GiИ(Hi = е, c = е) + GN@] sCII <R jR y3aR. N0
j@3 ICN3aCc30 cRInjCRN 8RaL(c→ е) $3,RL3c nN$RnN030Y Q8 ,Rnac3. CN  NRNAICN3a j@3Raw. j@Cc
CNcj$CICjw ,RNjCNn3c nNjCI j@3 IR0 a3,@3c j@3 3\njRaY
BN j@3 c,3NaCR c@RsN CN 7C<na3 lYS# Vs@3a3 s3 IcR ccnL3 GN@ = еW. j@3 2aj@ LR03I @c N
3IcjC, ICj@RcU@3a3Y BN j@Cc ,c3. N3Cj@3a j@3 NnL3ajRa NRa j@3 03NRLCNjRa CN 3\njCRN VlYOW sCII
<R jR y3aR j CN~NCj3 jCL3. N0 j@3 cwcj3L a3LCNc cj$I3Y BN j@Cc c,3NaCR. j@3 ~NI URcCjCRN R8 j@3
IR0 Cc <Rq3aN30 $w  $IN,3 $3js33N j@3 8Ra,3 0aCqCN< URIa LRjCRN. s@C,@ Cc UaRURajCRNI jR
j@3 j3aL Ϲ + GHИ(Hi, ƺ, c) CN j@3 NnL3ajRa. N0 j@3 a3cCcjN,3 ccR,Cj30 sCj@ j@3 $nI<3. j@3 j3aL
Ϲ− GiИ(Hi, ƺ, c)/GiИ(Hi = е, c = е)Y
S:
Bj Cc ,I3a 8aRL j@3c3 3uLUI3c j@j j@3 cj$CICjw R8 j@3 cwcj3L Cc nIjCLj3Iw <Rq3aN30 $w j@3 ajCR
GiИ(Hi, ƺ, c)/[GiИ(Hi = е, c = е) + GN@] j@j UU3ac CN j@3 03NRLCNjRa R8 3\njCRN VlYOWY BN j@3
$c3N,3 R8  NRNA@w0aRcjjC, ,RNjaC$njCRN jR j@3 $,G<aRnN0 $nI<3. j@Cc L3Nc j@j j@3 cwcj3L sCII
a3LCN cj$I3 c IRN< c GiИ(Hi, ƺ, c) ̸= GiИ(Hi = е, c = е)d j@j Cc. j@3 cwcj3L sCII a3LCN cj$I3
c IRN< c j@3 HRq3 NnL$3a j@j <Rq3aNc j@3 a3cURNc3 R8 j@3 LR03I jR j@3 ,@N<CN< ,3NjaC8n<I URA
j3NjCI. GiИ(Hi, ƺ, c). 0R3c NRj jG3 RN  @w0aRcjjC, 8RaLY r@3N j@3 ICj@RcU@3a3 @c  Una3Iw 3IcjC,
,RLURN3Nj. CY3Y. s@3N Hi ̸= е. j@Cc cj$CICjw a3\nCa3L3Nj Cc <naNj330. N0 j@3 0C{3a3N,3 $3js33N
GiИ(Hi, c = е) N0 GiИ(Hi = е, c = е) a3Ua3c3Njc j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN 03c,aC$30 CN j@3
Ƚ lYS )rCII3LNN. SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzf*Y MRjC,3 j@j C8 j@3 2aj@ LR03I @c  @C<@ qCc,RcA
Cjw qCc,R3IcjC, ICj@RcU@3a3. j@3N j@3 ajCR GiИ(Hi, c = е)/GiИ(Hi = е, c = е) sCII UUaR,@ SYz.
N0 j@3 cwcj3L VsCj@ GN@ = еW sCII $3,RL3 nNcj$I3 Vc CN 7C<na3 lYSW 8Ra jCL3c IRN<3a j@N j@3
03,w jCL3 R8 j@3 qCc,R3IcjC, ICj@RcU@3a3Y BN ,RNjacj. 8Ra jCL3c I3cc j@N j@Cc ,@a,j3aCcjC, a3IuA
jCRN jCL3. j@3 cwcj3L sCII $3@q3 ,,Ra0CN< jR 7C<na3 lYS#Y BN Rj@3a sRa0c. RN,3 j@3 qCc,R3IcjC,
ICj@RcU@3a3 a3Iu3c. j@3 $nI<3 Cc 8a33 jR 0Encj U3a83,jIw jR j@3 N3s URcCjCRN R8 j@3 aRjjCRN q3,jRa.
N0 j@3 cwcj3L IRc3c L3LRaw R8 Cjc RaC<CNI aRjjCRNI cjj3Y i@Cc @C<@AqCc,RcCjw ICj@RcU@3a3 ,c3
j@nc c3aq3c c  $aC0<3 $3js33N j@3 cj$I3 cjj3 03c,aC$30 CN j@3 j@3Raw R8 rCII3LNN )SO4:* N0
KjcnwL 3j IY )lzzf*. N0 j@3 nNcj$I3 cjj3 03c,aC$30 $w ;RI0 )SO99*Y
7CNIIw. s3 NRj3 j@j Nw 3u,3cc 3IICUjC,Cjw sCII <naNj33 j@j j@3 aRjjCRN a3LCNc cj$I3. a3A
<a0I3cc R8 j@3 a3IjCRNc@CU $3js33N GiИ(Hi, ƺ, c) N0 GiИ(Hi = е, c = е) c c → еY i@nc. N 3u,3cc
3IICUjC,Cjw sCII ,RNjaC$nj3  cj$CICcjCRN jR j@3 aRjjCRNY i@3 2aj@ȕc ,naa3Nj $,G<aRnN0 8RaL @c
N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw 3\nI jR $Rnj SX R8 j@3 @w0aRcjjC, qIn3 )MGC$R<In. SO4l*. N0 j@Cc 3uja
jj3NCN< Cc <3N3aIIw jG3N jR $3 0n3 jR nUs3IICN< L3<UInL3c $3IRs cRnj@3aN 8aC, N0 j@3
T,C~, )3Y<Y HCj@<RsA#3aj3IIRNC  bCIq3a. SOO4*Y i@Cc aCc3c  cn$jI3 URCNjY B8 s3 s3a3 jR nc3 Rna
j@3Raw jR ,RNcC03a c@Raj jCL3c,I3 iTr VCY3Y. iTr R8 jCL3c,I3 S Kwa Ra I3ccW 0aCq3N $w LNjI3
,RNq3,jCRN. j@3N. cCN,3 j@3c3 L3<UInL3c a3 nNICG3Iw jR 0Encj NRNAN3<IC<C$Iw Rq3a j@Cc jCL3 U3A
aCR0. Cj sRnI0 $3 UUaRUaCj3 jR a3jCN j@3 j3aL GN@ c Cj UU3ac CN j@3 HCRnqCII3 2\njCRN VlY4WY
S9
i@3 ,RNq3,jCRN CN0n,30 ,@N<3c CN j@3 CN3ajC j3NcRa Rq3a cn,@ jCL3c,I3c sRnI0 j@nc $3 ,RNA
cC03a30 U3ajna$jCRNc RN j@3 IRN<Asq3I3N<j@ 8RaL ccR,Cj30 sCj@ j@3 LRa3 cj$I3 L3<UInL3cY
?Rs3q3a. 8Ra IRN< jCL3c,I3c. j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw j3aL c@RnI0 $3 CNj3aUa3j30 c $3CN< Uaj R8 j@3
IR0ACN0n,30 U3ajna$jCRN CN j@3 CN3ajC j3NcRa VCY3Y. Uaj R8 Ϲ + GHИ(Hi, ƺ, c)W. N0 Cj sRnI0 NRj $3
UUaRUaCj3 jR a3jCN Cj CN j@3 HCRnqCII3 2\njCRN VlY4WY BN j@Cc ,c3. s3 sRnI0 c3j GN@ = е CN j@Cc
3\njCRNY i@3 Ijj3a sRnI0 IcR $3 j@3 ,c3 8Ra  a3ICcjC, cCLnIjCRN R8 LNjI3 ,RNq3,jCRN j@j ,UA
jna30 $Rj@ j@3 c@Raj N0 IRN<Aj3aL U3ajna$jCRNc jR j@3 CN3ajC j3NcRaY
lYlYS 2ЅАΞΪϣϔЅϑϔϩό Ξ `Ξϩόζ ϱυ pΞϣϔβϔАЭ υϱЁ Аϑζ HϔϱЛЦϔϣϣζ 2ЀЛΞАϔϱϩ
i@3 \n3cjCRN aCc3c- @Rs Ln,@ iTr ,N R,,na $38Ra3 j@3 ICN3aCcjCRN 0RUj30 jR 03aCq3 j@3 HCA
RnqCII3 2\njCRN VlY4W $a3Gc 0RsN] iR \nNjC8w j@Cc Cccn3. s3 sCII ,RNcC03a j@3 ~NI cjj3 R8 j@3
c,3NaCR c@RsN CN 7C<na3 lYS#9. s@3a3  cna8,3 Lcc IR0 Cc UUIC30 N0 a3jCN30 8Ra II jCL3 RN
 aRjjCN< 2aj@ LR03I sCj@  @w0aRcjjC, 8RaL N0 N CNCjCIIw nNcja3cc30 3IcjC, ICj@RcU@3a3Y BN
UajC,nIa. s3 sCII ,RLUa3 j@3 j→∞ a3cURNc3 Ua30C,j30 ncCN< j@3 HCRnqCII3 2\njCRN VlY4W VsCj@
GN@ c3j jR zW sCj@ j@3 a3cnIj $c30 RN j@3 3\nCIC$aCnL. NRNAICN3a j@3Raw 03c,aC$30 $w KjcnwL
3j IY )lzzf*. 8RIIRsCN< rCII3LNN )SO4:*Y r3 $3<CN sCj@ j@3 Ijj3aY
H3j nc ccnL3 j@j N uCcwLL3jaC, 0CcG IR0 Cc UI,30 RN j@3 ;a33NsC,@ L3aC0CN j cRL3
,RIjCjn03 ɒH j jCL3 j = еY H3j nc 8naj@3aLRa3 ccnL3 j@j j@3 IR0 ,N $3 a3Ua3c3Nj30 CN j3aLc R8
 cU@3aC,I @aLRNC, 03,RLURcCjCRN
H(ɒ,Ȍ, j) = ?(j)
∞∑
ℓ=е
ℓ∑
L=−ℓ
HℓLvℓL(ɒ,Ȍ) . VlYSzW
s@3a3 ?(j) Cc j@3 ?3qCcC03 8nN,jCRN. ɒ Cc j@3 ,RIjCjn03. Ȍ Cc j@3 3cj IRN<Cjn03. N0 ℓ N0 L a3
j@3 cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 N0 Ra03a. a3cU3,jCq3IwY r3 ccnL3 j@j j@3 cU@3aC,I @aLRNC,
Sf
$cCc 8nN,jCRNc a3 NRaLICc30 cn,@ j@j
∫
b
v†ℓ′L′(ɒ,Ȍ)vℓL(ɒ,Ȍ)0b = ωȈñℓℓ′ñLL′ . VlYSSW
s@3a3 † 03NRj3c  ,RLUI3u ,RNEn<jCRN. N0 b a3Ua3c3Njc N CNj3<ajCRN Rq3a j@3 nNCj cU@3a3Y
B8 j@3 cL3 uCcwLL3jaC, IR0 sc aRjj30 jR $3 ,3Nja30 RN j@3 NRaj@ URI3. j@3N j@3 cU@3aC,I
@aLRNC, ,R3|,C3Njc R8 j@Cc IR0 Vs@C,@ s3 sCII 03NRj3 $w  cnU3ac,aCUj UaCL3W sRnI0 $3 a3Ij30
jR j@3 RaC<CNI @aLRNC, ,RLURN3Njc $w
HИL = H′Ие
v†ИL(ɒH,ȌH = е)√
φ Y VlYSlW
i@3 cU@3aC,I @aLRNC, ℓ = И. L = е ,R3|,C3Nj R8 j@3 <3RURj3NjCI 0n3 jR j@3 0Ca3,j <aqCjjCRNI
3{3,j R8 j@3 cna8,3 Lcc VURIaW IR0 Cc <Cq3N $w )KjcnwL 3j IY. lzzf*
;HИе =
ωȈД<
φK H
′
Ие . VlYSkW
s@CI3 j@3 cL3 @aLRNC, ,R3|,C3Nj R8 j@3 <3RURj3NjCI ccR,Cj30 sCj@ j@3 $,G<aRnN0 @w0aRA
cjjC, 8RaL R8 j@3 LR03I 2aj@ Cc
;?Ие = −
Ϲ
Д
√
φ
ИǬИGiИ(Hi = е, c = е) Y VlYS:W
7RIIRsCN< rCII3LNN )SO4:* N0 KjcnwL 3j IY )lzzf*. s3 j@nc 03~N3  NRaLICc30 IR0 cCy3.
[′. $w j@3 ajCR
[′ = −;
H
Ие
;?Ие
=
ωȈД<
φK H′Ие
Ϲ
Д
√
φИǬ
ИGiИ(Hi = е, c = е)
Y VlYS9W
rCj@ j@Cc 03~NCjCRN CN @N0. j@3 iTr N<I3 ñ 8Ra  IR0 R8 NRaLICc30 cCy3 [′ UI,30 j  ,RIjA
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI 73: DQJOH ñ YHUVXV WKH LQLWLDO FRODWLWXGH RI WKH ORDGLQJ IRU D VXLWH RI GLIIHUHQW [′­ DV
ODEHOOHG RQ WKH FRQWRXUV 7KH FDOFXODWLRQV DUH EDVHG RQ HTXDWLRQ  GHULYHG XVLQJ WKH HTXLOLEULXP QRQOLQHDU
WKHRU\ RI 0DWVX\DPD HW DO >@ DIWHU :LOOHPDQQ >@
Cjn03 R8 ɒH Cc <Cq3N $w )KjcnwL 3j IY. lzzf*
ñ = ϹИ a,jN
[ [′­ cCN(ИɒH)
Ϲ− [′­ ,Rc(ИɒH)
]
. VlYSfW
s@3a3 ­ Cc <Cq3N $w
­ = Ϲ+ G
H
И(Hi, c = е)
Ϲ− GiИ(Hi,c=е)GiИ(Hi=е,c=е)
Y VlYSeW
i@3 UaL3j3a ­ Cc  8nN,jCRN R8 j@3 nC0 Vc = еW cjj3 R8 j@3 2aj@ LR03IY 7Ra a3ICcjC, 2aj@
LR03Ic. ­ Cc R8 Ra03a S. N0 Cc RNIw s3GIw c3NcCjCq3 jR j@3 ,@RC,3 R8 HiY
BN 7C<na3 lYl. s3 UIRj j@3 iTr N<I3 ñ c  8nN,jCRN R8 j@3 CNCjCI IR0 ,RIjCjn03 8Ra 9 0C{3a3Nj
qIn3c R8 [′­. aN<CN< 8aRL zYS jR∞Y i@3 U@wcC,c R8 j@Cc cRInjCRN cU,3 Cc 0Cc,ncc30 CN 03jCI CN
KjcnwL 3j IY )lzzf*Y 7Ra IR0c R8 q3aw Ia<3 cCy3. j@3 iTr N<I3 Cc ϭе◦ − ɒH. N0 j@nc j@3
~NI IR0 URcCjCRN Cc Iswc j@3 3\njRaY BN j@Cc ,c3. j@3 IR0 Cc cR Ia<3 j@j. 03cUCj3 j@3 a3cCcjN,3
S4
R8 j@3 a3LNNj aRjjCRNI $nI<3. j@3 a3RaC3NjjCRN Cc <Rq3aN30 $w j@3 cj$CICjw j@3Raw 03c,aC$30 $w
;RI0 )SO99* V7C<na3 lYSWY ?Rs3q3a. 8Ra IR0c 3\nI jR SzX R8 j@3 cCy3 R8 j@3 $nI<3. j@3 iTr
N<I3 Cc I3cc j@N  83s 03<a33c. NR Ljj3a s@3a3 j@3 IR0 Cc CNCjCIIw UI,30Y
M3uj. s3 cRIq3 8Ra j@3 iTr ncCN< j@3 HCRnqCII3 3\njCRN VlY4WY BN j@Cc ,c3. j@3 BHϹД(j) CN3ajC
U3ajna$jCRN 0n3 jR j@3 IR0 ,N $3 saCjj3N c BHϹД?(j)Y KRa3Rq3a. sCj@ NR IRcc R8 <3N3aICjw. s3 ,N
3uUa3cc j@3 jCL3 03U3N03N,3 CN j@3 LϹ ,RLURN3Nj R8 j@3 U3ajna$jCRN CN j@3 aRjjCRN q3,jRa c 
c3aC3c R8 M ?3qCcC03 IR0 CN,a3L3Njc
LϹ(j) =
M∑
N=е
ñLNϹ?(j− jN) Y VlYS4W
UUIwCN< j@Cc 3uUa3ccCRN CN VlY4W N0 U3a8RaLCN< j@3 jCL3 ,RNqRInjCRN wC3I0c. ncCN< 3\njCRN VlYkW.
(
Ϲ− G
i,2
И
GiИ(Hi = е, c = е)
) M∑
N=е
ñLNϹ?(j− jN) =
BϹДH
+− ?(j)
⎡⎣Ϲ+ GH,2И + D∑
E=Ϲ
a′E
cE
(Ϲ− 3−cEj)
⎤⎦
+
Ϲ
GiИ(Hi = е, c = е)
M∑
N=е
ñLNϹ?(j− jN)
D∑
E=Ϲ
a′′E
cE
(
Ϲ− 3−cE(j−jN)
)
Y VlYSOW
iGCN< j@3 j→∞ ICLCj CN j@Cc 3\njCRN. N0 ncCN< 3\njCRN VlY:W. wC3I0c. 8j3a cRL3 cCLUIC~,jCRN
LϹ(j =∞) = B
H
ϹД
+− 
Ϲ+ GHИ(Hi, c = е)
Ϲ− GiИ(Hi,c=е)GiИ(Hi=е,c=е)
=
BHϹД
+− ­ Y VlYlzW
r3 ,RnI0 @q3 aaCq30 j j@3 cL3 a3cnIj $w ncCN< j@3 c→ е ICLCj CN 3\njCRN VlYOWY
QN3 ,N c@Rs. ncCN< j@3 03~NCjCRN CN 3\njCRN VlYS9W j@j
BϹД = − ϹИ(+− )[
′cCN(ИɒH). VlYlSW
mcCN< j@Cc 3uUa3ccCRN CN 3\njCRN VlYlzW wC3I0c
LϹ(j =∞) = − ϹИ[
′­ cCN(ИɒH), VlYllW
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI WKH 73: DQJOH ñ YHUVXV [′­ JHQHUDWHG XVLQJ WKH VROLG OLQH HTXLOLEULXP QRQOLQHDU
WKHRU\ RI 0DWVX\DPD HW DO >@ IROORZLQJ :LOOHPDQQ >@ HTXDWLRQ  DQG WKH GDVKHG OLQH OLQHDULVHG
WKHRU\ HTXDWLRQ 
N0 j@3a38Ra3. j@3 Ua30C,j30 LUICjn03 R8 iTr $c30 RN j@3 ICN3aCc30 j@3Raw Cc
ñ = jN−Ϲ
( Ϲ
И[
′­ cCN(ИɒH)
)
. VlYlkW
r3 NRs @q3 jsR 3uUa3ccCRNc 8Ra j@3 iTr ccR,Cj30 sCj@ j@3 c,3NaCR CN 7C<na3 lYS#- 3\nA
jCRN VlYlkW. $c30 RN j@3 cwLUjRjC, qIn3 R8 Rna ICN3aCc30 aRjjCRN j@3Raw CN a3cURNc3 jR  ?3qA
CcC03 IR0CN<d N0  qIn3 ,RLUnj30 ncCN< N 3\nCIC$aCnL VCY3Y. NR jCL3A03U3N03N,3W NRNAICN3a
cj$CICjw j@3Raw. 3\njCRN VlYSfWY BN $Rj@ ,c3c. j@3 a3\nCa30 2aj@ LR03I cjan,jna3 CN j@3 nC0 ICLCj
Cc 3L$30030 CN j@3 UaL3j3a ­ V3\njCRN lYSeWY  ,RLUaCcRN R8 j@3 a3cnIjc <3N3aj30 ncCN< j@3
ICN3aCc30 N0 NRNAICN3a j@3RaC3c sCII UaRqC03  \nNjCjjCq3 L3cna3 R8 j@3 ,,na,w R8 j@3 8RaL3a
CN Ua30C,jCRNc R8 iTrY
c N CIIncjajCRN R8 j@Cc ,,na,w. 7C<na3 lYk c@Rsc Ua30C,jCRNc R8 iTr q3acnc [′­ Ua30C,j30
ncCN< j@3 NRNAICN3a VcRIC0 ICN3W N0 j@3 ICN3aCc30 V0c@30 ICN3W cj$CICjw j@3RaC3c 8Ra  IR0 UI,30
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)LJXUH  $ 3UHGLFWLRQV RI WKH 73: DQJOH ñ DV ODEHOOHG RQ WKH FRQWRXUV LQ D VROXWLRQ VSDFH WKDW YDULHV WKH
LQLWLDO FRODWLWXGH RI WKH ORDG ɒH DQG [′­ &DOFXODWLRQV DUH EDVHG RQ HTXDWLRQ  % 3HUFHQW HUURU LQ WKH
SUHGLFWLRQV JHQHUDWHG XVLQJ WKH OLQHDULVHG URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRU\ IUDPH $ FRPSXWHG YLD D FRPSDULVRQ ZLWK WKH
H[SUHVVLRQ 
RN j@3 2aj@ j N CNCjCI ,RIjCjn03 R8 ωе◦Y j ñ = Ие◦ V[′­ ∼ ϹW. j@3 Ua30C,jCRN $c30 RN j@3
ICN3aCc30 j@3Raw @c N 3aaRa R8 I3cc j@N 9XY i@Cc 3aaRa CN,a3c3c jR $Rnj SzX 8Ra  iTr R8 Де◦
V[′­ ∼ Ϲ.φWY i@3 ,,na,w R8 j@3 ICN3aCc30 j@3Raw 03<a03c LRNRjRNC,IIw 8Ra @C<@3a [′­ qIn3cY
r3 N3uj <3N3aICc3 j@Cc NIwcCc jR ,RNcC03a  aN<3 R8 ɒH qIn3c CN 7C<na3 lY:Y 7C<na3 lY:
c@Rsc ,RNjRnac R8 iTr VñW 8Ra е◦ < ɒH < ϭе◦ N0 [′­ < Ϲ. Ua30C,j30 ncCN< j@3 ICN3aCc30
j@3RawY 7C<na3 lY:# UIRjc j@3 ccR,Cj30 3aaRa CN j@3c3 Ua30C,jCRNcY Bj Cc ,I3a 8aRL j@3 ~<na3 j@j
j@3 ,,na,w R8 j@3 ICN3aCc30 j@3Raw Cc <a3j3cj s@3N j@3 IR0 Cc UI,30 j LC0AIjCjn03cY 7Ra
ωе◦ < ɒH < φе◦. Ua30C,jCRNc R8 ñ ∼ Ие◦ j@j a3 R$jCN30 8Ra [′­ ∼ Ϲ @q3 N 3aaRa I3cc j@N
kzXY BN a383a3N,3 jR 7C<na3 lYl. s3 NRj3 j@j j@Cc Ua383aa30 aN<3 R8 ɒH cLUI3c j@3 a3<CRN s@3a3
∂(ñ)/∂ɒH Cc cLII3cj. j I3cj 8Ra [′­ < е.ϹY
r3 ,RN,In03 8aRL j@Cc c3,jCRN j@j $w UUIwCN<  IR0 jR j@3 2aj@ LR03I j LC0AIjCjn03c. j@3
lS
ICN3aCc30 cj$CICjw j@3Raw sCII $3 ,,naj3 jR Ra03a SzX 8Ra iTr Ua30C,jCRNc nU jR Ие◦Y i@Cc sCII
c3aq3 c  <nC03ICN3 8Ra j@3 NnL3aC,I j3cjc 03c,aC$30 CN j@3 N3uj c3,jCRNY
lYk `ζЅЛϣАЅ Ξϩβ /ϔЅΫЛЅЅϔϱϩ
BN j@Cc c3,jCRN s3 jnaN jR N 3uLCNjCRN R8 j@3 aRjjCRNI cj$CICjw R8 j@3 2aj@ CN a3cURNc3 jR 
jCL3 qawCN< U3ajna$jCRN CN Cjc CN3ajC j3NcRaY i@3 j3aL BH(j) + GHИ(Hi, ƺ, j) ∗ BH(j) CN j@3 <Rq3aNCN<
3\njCRN VlY4W CN,RaURaj3c $Rj@ j@3 IR0 N0 Cjc CcRcjjC, ,RLU3NcjCRNY BN ,RNcC03aCN< IR0c cA
cR,Cj30 sCj@ LNjI3 ,RNq3,jCRN. s3 sCII CLURc3 j@Cc jRjI Ȕ3{3,jCq3ȕ IR0. N0 s3 ,N j@nc a3saCj3
j@Cc 3\njCRN c
L(j) = B388(j)
(+− ) +
GiИ(Hi, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е) + GN@
∗L(j). VlYl:W
c 0Cc,ncc30 $Rq3. j@Cc 8RaL CN,RaURaj3c j@3 cj$CICcCN< CNn3N,3 R8 j@3 a3LNNj aRjjCRNI $nI<3
N0. 8Ra GN@ ̸= е. Nw 3u,3cc 3IICUjC,Cjw CN j@3 2aj@ȕc 8RaLY c 0Cc,ncc30 $3IRs 3\njCRN VlYOW.
j@3 cU3,CI ,c3 R8 jCL3A0RLCN 3\njCRN VlY4W ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 U@wcC,c ~acj 03c,aC$30 $w ;RI0
)SO99* Cc R$jCN30 $w c3jjCN< GN@ jR z. N0 ncCN< N 2aj@ LR03I sCj@ NR Una3Iw 3IcjC, ,RLURN3Nj
R8 j@3 ICj@RcU@3a3-
L(j) = B388(j)
(+− ) +
GiИ(Hi = е, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е)
∗L(j). VlYl9W
BN j@Cc ,c3. N nN,RLU3Ncj30 IR0 sCII nIjCLj3Iw a3,@ j@3 3\njRa. c CN j@3 c,3NaCR 03UC,j30
CN 7C<na3 lYS. Ij@Rn<@ CN Rna ICN3aCc30 j@3Raw j@Cc CNcj$CICjw sCII $3 LNC83cj CN N nN$RnN030
iTrY BN j@3 8RIIRsCN< 0Cc,nccCRN s3 sCII nc3 j@3 j3aLc ȔN3s j@3Rawȕ N0 Ȕja0CjCRNI j@3Rawȕ s@3N
a383aaCN< jR cRInjCRNc $c30 RN 3\njCRNc VlYl:W N0 VlYl9W. a3cU3,jCq3IwY r3 3LU@cCc3. @Rs3q3a.
j@j Rna 3\njCRN VlYl9W UaRqC03c j@3 jCL3A03U3N03N,3 R8 j@3 cwcj3L CN 7C<na3 lYS. CN ,RNjacj jR
j@3 ncnI 3\nCIC$aCnL 8RaL R8 j@3 ja0CjCRNI j@3Raw );RI0. SO99* 0RUj30 CN LRcj Ua3qCRnc LNjI3
,RNq3,jCRN cjn0C3c. s@C,@ cU3,C~3c RNIw j@3 ~NI cjj3 R8 j@3 URI3Y
i@3 Kus3II qCc,R3IcjC, 2aj@ s3 0RUj Cc cU@3aC,IIw cwLL3jaC, N0 c3I8A<aqCjjCN<Y i@3
ll
3IcjC, N0 03NcCjw cjan,jna3 R8 j@3 LR03I Cc <Cq3N $w j@3 c3CcLC,IIw CN83aa30 LR03I Ta3ICLCNaw
`383a3N,3 2aj@ KR03I )/yC3sRNcGC  N03acRN. SO4S*Y i@3 qCc,RcCjw cjan,jna3 Cc 0Cc,a3jCc30
CNjR j@a33 Iw3ac- N 3IcjC, VCY3Y. CN~NCj3 qCc,RcCjwW ICj@RcU@3a3 R8 j@C,GN3cc Hi. N nUU3a LNjI3
qCc,RcCjw c3j jR ϹеИϹ T c. N0  IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw j@j sCII qaw CN j@3 cCLnIjCRNcY
7CNIIw. s3 N330 jR Ua3c,aC$3 j@3 3{3,jCq3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN Ra. ncCN< 3\njCRN VlYlSW.
j@3 NRaLICc30 IR0 cCy3 [′ N0 IR0 ,RIjCjn03 ɒHY 7RIIRsCN< j@3 a<nL3Njc R8 j@3 Icj c3,jCRN. s3
sCII 0RUj ɒH = ωе◦ jR RUjCLCc3 j@3 ,,na,w R8 j@3 ICN3aCc30 j@3Raw. N0 j@Cc wC3I0c
[′ = ИB¯388
(+− )cCNξе◦ , VlYlfW
s@3a3 B¯388 Cc j@3 LuCLnL qIn3 CN j@3 jCL3 qaCjCRN R8 B388(j)Y
r@j Cc N UUaRUaCj3 qIn3 R8 [′] i@j Cc. s@j Cc j@3 3uU3,j30 NRaLICc30 IR0 ccR,Cj30
sCj@ LNjI3 ,RNq3,jCRN Rq3a j@3 jCL3c,I3c R8 CNj3a3cj jR Rna cjn0w V∼ Ϲ KwaW] iR 3cjCLj3 j@Cc
IR0. s3 $3<CN $w ,RNcC03aCN< j@3 jRjI U3ajna$jCRN CN j@3 2aj@ȕc Ua3c3NjA0w ~<na3 0n3 jR LNjI3
Rs. s@C,@ s3 ,N UUaRuCLj3 ncCN< jsR ICN3c R8 a3cRNCN<Y 7Cacj. j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3
2aj@ Cc a3,R<NCc30 c $3CN< j@3 ,RNc3\n3N,3 R8 jsR Ia<3 c,I3 L3<UInL3c sCj@CN j@3 LNjI3
)HCj@<RsA#3aj3IIRNC  bCIq3a. SOO4*Y ?3N,3. GN@/GiИ(Hi = е, c = е) Vc33 3\njCRN lYeW ġ CY3Y. j@3
ajCR R8 j@3 3u,3cc N0 @w0aRcjjC, 3IICUjC,Cjw ġ j@nc UaRqC03c RN3 L3cna3 R8 j@3 N3j NRaLICc30
IR0 0n3 jR LNjI3 RsY 7Ra j@3 2aj@ LR03Ic 03c,aC$30 $Rq3. GiИ(Hi = е, c = е) = е.ϭДωИ. N0
GN@ = е.ееξ 8aRL MGC$R<In )SO4l*. N0 @3N,3 j@Cc ajCR Cc ∼ е.ееξЍ VRa zY4fXWY Ij3aNjCq3Iw.
j@3 0C{3a3N,3 CN j@3 2aj@ȕc jsR UaCN,CUI 3\njRaCI LRL3Njc R8 CN3ajC. V# − W. Cc IcR Ua3cnLA
$Iw 0n3 jR LNjI3 ,RNq3,jCRN. N0 j@3 R$c3aq30 ajCR (# − )/(+ − ) ∼ е.ееЊ );aRcc. lzze*Y
Bj Cc a3cRN$I3 jR ccnL3 j@j j@Cc ajCR sRnI0 IcR $3 UUaRuCLj3Iw 3\nI jR j@3 8a,jCRNI ,RNjaCA
$njCRN R8 ,RNq3,jCRN jR j@3 R$c3aq30 + − . N0 j@nc Cj UaRqC03c  c3,RN0. ,RNcCcj3Nj 3cjCLj3 R8
j@3 jRjI NRaLICc30 IR0 0n3 jR ,RNq3,jCRNY
MRs. j@3 jCL3c,I3 8Ra 03NcCjw @3j3aR<3N3CjC3c jR ,RLUI3j3  ,Ca,nCj j@aRn<@  s@RI3 LNjI3
lk
,RNq3,jCRN ,3II Cc. ncCN< cna8,3 UIj3 cU330c c N 3cjCLj3 8Ra j@3 ,@a,j3aCcjC, Rs q3IR,Cjw.
UUaRuCLj3Iw Szz KwaY i@Cc cn<<3cjc j@j. Rq3a  jCL3c,I3 R8 S Kwa. j@3 qaCjCRN CN j@3 NRaA
LICc30 IR0 0n3 jR LNjI3 Rs sCII $3 R8 Ra03a SX R8 j@3 jRjI. Ra ∼ ξ × Ϲе−φY iR $3 ,RNc3aqA
jCq3. Rna ȔcjN0a0 j3cj ,c3ȕ sCII $3 Sz jCL3c j@Cc qIn3. [′ = е.еееξY r@CI3 s3 sCII ,RNcC03a j@3
c3NcCjCqCjw R8 j@3 iTr Ua30C,jCRNc jR  qaCjCRN CN j@3 IR0 cCy3. Cj Cc CLURajNj jR 3LU@cCc3 j@j
j@3 cjN0a0 j3cj ,c3 a3Ua3c3Njc  IR0 qaCjCRN 3\nCqI3Nj jR ∼ ϹеX j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw Rq3a
jCL3c,I3c R8 Encj ∼ Ϲ KwaY
i@3 cjN0a0 j3cj ,c3 sCII IcR $3 03~N30 $w N 2aj@ LR03I sCj@ Hi =l9 GL.  IRs3a LNjI3
qCc,RcCjw V@3N,38Raj@ ƺHKW R8 ϹеИИ T c. N0 GN@ = еY BN a3<a0 jR j@3 ,RNq3,jCRN cC<NI. s3 sCII
ccnL3 jsR 8RaLc R8 jCL3 03U3N03N,3Y i@3 ~acj Cc  cCNncRC0I 8Ra,CN<.
B388(j)
B¯388 = cCN(ИȈj/ɇ), VlYleW
s@3a3 ɇ = Ϲ Kwa CN j@3 cjN0a0 ,c3Y i@3 c3,RN0 @c j@3 8RaL
B388(j)
B¯388 =
{jN@[(j− #)] + Ϲ}/И, VlYl4W
s@3a3  = Ѝ Kwa−Ϲ N0 # = е.φ Kwa CN j@3 cjN0a0 anNY BN j@Cc ,c3. j@3 aC<@j @N0 cC03 R8 3\nA
jCRN VlYl4W CN,a3c3c 8aRL  qIn3 R8 z jR S CN S KwaY r3 sCII U3a8RaL  c3\n3N,3 R8 c3NcCjCqCjw
NIwc3c CN s@C,@ ƺHK. Hi. ɇ. N0 GN@ a3 qaC30Y
lYkYS TζЁϔϱβϔΫ 7ϱЁΫϔϩό
iR $3<CN. 7C<na3 lY9 c@Rsc  Ua30C,jCRN R8 iTr N0 iTr aj3 c  8nN,jCRN R8 jCL3 8Ra j@3 cjNA
0a0 j3cj ,c3Y i@3 a3cnIjc a3 <3N3aj30 ncCN< VcRIC0 ICN3W j@3 N3s aRjjCRN j@3Raw j@j ,,RnNjc 8Ra
j@3 cj$CICcjCRN 0n3 jR j@3 a3LNNj $nI<3 V3\njCRN lYl: sCj@ GN@ = еW N0 V0c@30 ICN3W j@3 j@3A
Raw CN s@C,@ j@Cc cj$CICcjCRN Cc $c3Nj V3\njCRN lYl9WY Bj Cc ,I3a 8aRL j@3 ~<na3 j@j j@3 a3LNNj
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)LJXUH  3UHGLFWHG $ 73: DQG % 73: UDWH YHUVXV WLPH FRPSXWHG XVLQJ GRWWHG OLQH RXU WLPH GHSHQGHQW
WUHDWPHQW RI WKH WUDGLWLRQDO URWDWLRQ SK\VLFV HTXDWLRQ  DQG WKH VROLG OLQH QHZ URWDWLRQ WKHRU\ ZKLFK LQFOXGHV
VWDELOLVDWLRQ DVVRFLDWHG ZLWK WKH UHPQDQW URWDWLRQDO EXOJH HTXDWLRQ  ZLWK GN@ VHW WR ]HUR $OO RWKHU DVSHFWV
RI WKH VROXWLRQ DUH EDVHG RQ WKH VWDQGDUG WHVW FDVH Hi   NP ƺHK   3D V [′   DQG ɇ,   0\U
7KH WLPH GHSHQGHQFH RI WKH LQHUWLD WHQVRU SHUWXUEDWLRQ LV JLYHQ E\ HTXDWLRQ 
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)LJXUH  3UHGLFWHG 73: DPSOLWXGH KDOI WKH SHDNWRSHDN YDULDWLRQ DV D IXQFWLRQ RI WKH $ QRUPDOLVHG ORDG
VL]H [′ % WKH DGRSWHG EDFNJURXQG H[FHVV HOOLSWLFLW\ GN@ & WKH SHULRG ɇ, RI WKH VLQXVRLGDO SHUWXUEDWLRQ WR WKH
LQHUWLD WHQVRU B388 DQG ' WKH DGRSWHG ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ ƺHK &DOFXODWLRQV DGRSW WKH QHZ URWDWLRQ WKHRU\
HTXDWLRQ  DQG ZLWK WKH H[FHSWLRQ RI WKH SDUDPHWHU EHLQJ YDULHG WKH VROXWLRQV DUH EDVHG RQ WKH VWDQGDUG
WHVW FDVH YDOXHV Hi   NP ƺHK   3D V [′   DQG ɇ,   0\U 7KH DUURZ LQ IUDPH ' LQGLFDWHV WKH
DPSOLWXGH SUHGLFWHG LQ D FDOFXODWLRQ LQ ZKLFK ZH DGRSW WKH YLVFRVLW\ SURÀOH LQIHUUHG IURP D MRLQW LQYHUVLRQ RI LFH
DJH DQG FRQYHFWLRQ GDWD VHWV VHH WH[W
$nI<3 cj$CICcjCRN 0R3c NRj ,RNjaC$nj3 cC<NC~,NjIw jR 3Cj@3a j@3 iTr Ra Cjc aj3 R8 ,@N<3 8Ra 
cCNncRC0I IR0CN< sCj@ U3aCR0 R8 ɇ = Ϲ KwaY
BN 7C<na3 lYf. s3 3uUIRa3 j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 iTr Ua30C,jCRN CN j@3 cjN0a0 j3cj ,c3 cRInjCRN
jR qaCjCRNc CN j@3 NRaLICc30 IR0 cCy3 [′. j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw GN@. j@3 U3aCR0 ɇ R8 j@3 8Ra,CN<.
N0 j@3 0RUj30 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw ƺHKY r3 IcR U3a8RaL30 N NIwcCc VNRj c@RsNW CN s@C,@
j@3 3IcjC, ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc. Hi. sc qaC30 8aRL j@3 cjN0a0 qIn3 VИφ GLWY i@Cc Ijj3a NIA
wcCc. c s3II c j@3 a3cnIjc ccR,Cj30 sCj@ qawCN< GN@ V7C<na3 lYf#W. c@Rs a3IjCq3Iw ICjjI3 c3NcCA
jCqCjw jR  qaCjCRN CN j@3 ccR,Cj30 UaL3j3a. N0 j@Cc <3N3aICc3c j@3 ,RN,IncCRN s3 a3,@30 RN
j@3 $cCc R8 7C<na3 lY9d NL3Iw. j@3 LUICjn03 N0 iTr aj3 8Ra  8Ra,CN< R8 U3aCR0 ∼ Ϲ Kwa a3
lf
CNc3NcCjCq3 jR j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ 3Cj@3a  a3LNNj aRjjCRNI $nI<3 Ra  cj$I3 VRN j@3
jCL3c,I3 R8 j@3 8Ra,CN<W 3u,3cc 3IICUjC,CjwY
i@3 a3LCNCN< a3cnIjc CN 7C<na3 lYf ,RN~aL j@3 <3N3aI c3NcCjCqCjC3c C03NjC~30 $w icC  bj3q3NA
cRN )lzze*Y BN UajC,nIa. j@3 LUICjn03 R8 j@3 iTr. N0 j@3 U3G aj3 R8 ,@N<3 Vs@C,@ ,N $3
CN83aa30. CN nNCjc R8 03< Kwa−Ϲ. 8aRL 7C<na3 lYf $w LnIjCUIwCN< j@3 wAuCc qIn3c $w  8,jRa R8
∼ ω.φW. a3 ICN3aIw c3NcCjCq3 jR j@3 IR0CN< LUICjn03 N0 j@3 U3aCR0 R8 j@3 cCNncRC0I 8Ra,CN<. N0
j@3w a3 CNq3ac3Iw UaRURajCRNI jR j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjwY i@3 ICN3a a3IjCRNc@CU $3js33N j@3
Ua30C,jCRNc N0 [′ Cc. CN 8,j. 3uUIC,Cj CN Rna <Rq3aNCN< 3\njCRN VlYl:WY
bR. s@j Cc j@3 LUICjn03 N0 cU330 ICLCj R8 iTr CN a3cURNc3 jR  aUC0. U3aCR0C, 8Ra,CN<] H3j
nc ,RNcC03a  IR0CN< jCL3c,I3 R8 ɇ ∼ Ϲ KwaY BN j@Cc ,c3. j@3 cjN0a0 anN wC3I0c  LuCLnL
U3GAjRAU3G LUICjn03 R8 ∼ Ϲ◦. N0  LuCLnL cU330 Vs@C,@ Cc RNIw jjCN30 8Ra  c@Raj U3A
aCR0 R8 jCL3W R8 Д.φ 03< Kwa−ϹY c s3 @q3 0Cc,ncc30. j@3 cjN0a0 [′ qIn3 s3 @q3 0RUj30
a3Ua3c3Njc  qaCjCRN CN j@3 LNjI3 ,RNq3,jCq3 IR0CN< R8 SzX R8 j@3 jRjI ,RNq3,jCq3 IR0 Rq3a
 cU3,C~30 jCL3c,I3 ɇY bCLnIjCRNc R8 LNjI3 ,RNq3,jCRN 3uj3N0CN< Rq3a j@3 Ucj lz Kwa CN0CA
,j3 j@j Rq3a  S Kwa jCL3c,I3 j@3 U3G qaCjCRN CN j@3 ,RNq3,jCRNACN0n,30 IR0 Cc  8a,jCRN
R8 RN3 U3a,3Nj R8 j@3 jRjI cC<NI )c33 7Raj3  KCjaRqC,. SOOe. 7C<na3 lYk*. cn<<3cjCN< j@j Rna
cjN0a0 qIn3 8Ra [′ Cc  q3aw ,RNc3aqjCq3 nUU3a $RnN0Y i@3 cjN0a0 anN IcR 0RUj30  IRs3a
LNjI3 qCc,RcCjw ƺHK = ϹеИИ T cY `3,3Nj. ERCNj CNq3acCRNc R8 0j a3Ij30 jR C,3 <3 c3AI3q3I 0A
EncjL3Njc N0 LNjI3 ,RNq3,jCRN )KCjaRqC,  7Raj3. lzz:* CN83a  L3N 033U LNjI3 qCc,RcCjw CN
3u,3cc R8 j@Cc qIn3Y QN 7C<na3 lYf/. s3 cnU3aCLURc3 j@3 Ua30C,j30 LUICjn03 R8 iTr <3N3aj30
ncCN< j@Cc cU3,C~, CN83a3N,3 R8 qCc,RcCjw Ģ j@Cc ,I,nIjCRN wC3I0c N LUICjn03 $Rnj S9X IRs3a
j@N j@3 cjN0a0 ,c3Y r3 NRj3 j@j cRL3 C,3 <3 cjn0C3c @q3 cn<<3cj30  IRs3a LNjI3 s3G3a
j@N ϹеИИ T c )T3IjC3a. lzz:*Y ?Rs3q3a. j@3 0j c3jc nc30 CN cn,@ NIwc3c V3Y<Y. a3IjCq3 c3AI3q3I
@CcjRaC3cW a3 UaCLaCIw c3NcCjCq3 jR c@IIRs IRs3a LNjI3 cjan,jna3Y bU@3aC,I @aLRNC, 03<a33Al
NRLIC3c V3Y<Y. iTrW sCII $3 c3NcCjCq3 jR qCc,RcCjw qaCjCRNc CN j@3 033U LNjI3.  a3<CRN s@3a3
C,3 <3 0j c3jc UaRqC03 ICLCj30 a0CI a3cRInjCRN )KCjaRqC,. SOOf*Y i@3a38Ra3. j@3 IRs3a LNjI3
le
qCc,RcCjw 0RUj30 CN j@3 cjN0a0 anN Cc IcR  ,RNc3aqjCq3 ,@RC,3Y
lYkYl  ;ЁΞβЛΞϣ bАζϿ +ϑΞϩόζ ϔϩ Аϑζ +ϱϩЦζΫАϔЦζ HϱΞβϔϩό
M3uj. s3 ,RNcC03a iTr 0aCq3N $w  N3j ,@N<3 CN j@3 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN< 03~N30 $w j@3 jCL3 @CcA
jRaw CN 3\njCRN VlYl4WY 7Ra j@3 cjN0a0 anN V = Ѝ.е Kwa−Ϲ N0 # = е.φ KwaW. j@Cc jCL3 @CcjRaw
CNqRIq3c  aLUAnU CN j@3 IR0 8aRL  qIn3 R8 z jR [′ CN S Kwa. sCj@ j@3 LRcj aUC0 ,@N<3 CN j@3
LC00I3 zY9 Kwa R8 j@3 IR0CN< U@c3Y #3wRN0 j@Cc U@c3. j@3 IR0 cjwc CN UI,3Y i@3 cRIC0 ICN3c
CN 7C<na3 lYe N0 # a3 j@3 Ua30C,j30 iTr N0 iTr aj3 ,RLUnj30 ncCN< Rna VICN3aCc30W jCL3A
03U3N03Nj 8RaL R8 j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw V3\njCRN lYl9W sCj@ II UaL3j3ac c3j
jR j@3 cjN0a0 j3cj anN ,c3Y c 0Cc,ncc30 $Rq3. j@3 3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 ;RI0 )SO99* VCY3Y. j@3
~NI 8aL3 R8 7C<na3 lYSW sCII nIjCLj3Iw UI,3 j@3 IR0 RN j@3 3\njRa. N0 cCN,3 j@3 IR0 Cc URA
cCjCRN30 j  ,RIjCjn03 R8 ωе◦. j@Cc L3Nc  ~NI iTr R8 φе◦Y BN Rna ICN3aCc30 j@3Raw. j@3 CNcjA
$CICjw 03c,aC$30 CN j@3 ,RNj3uj R8 7C<na3 lYS I30c jR N nN$RnN030 iTr. Ij@Rn<@ s3 sCII 8R,nc
Rna jj3NjCRN RN j@3 jCL3 @CcjRaw s3II sCj@CN j@3 ICN3a a3<CL3 LUU30 Rnj $w 7C<na3c lYlĢlY:Y
isR LCIICRN w3ac 8j3a j@3 IR0 Cc 8nIIw 3LUI,30. j@3 N3j iTr @c a3,@30 Ѝ◦ N0 j@3 iTr
aj3 Cc ∼ И 03< Kwa−ϹY j Sz Kwa 8aRL j@3 RNc3j R8 IR0CN< VNRj c@RsNW. j@3c3 qIn3c a3 Ϲξ.И◦
N0 ∼ Ϲ.Ѝφ 03< Kwa−Ϲ. a3cU3,jCq3IwY i@Cc cn<<3cjc j@j j@3 jCL3 a3\nCa30 8Ra j@3 IR0 jR a3,@ ,IRc3
jR j@3 3\njRa. 8Ra j@3 cnCj3 R8 UaL3j3ac j@j 03~N3 j@3 cjN0a0 j3cj ,c3. Cc j I3cj φе KwaY
i@3 IRN<A0c@30 ICN3 CN 3,@ 8aL3 R8 7C<na3 lYe a3Ua3c3Njc  Ua30C,jCRN $c30 RN j@3 N3s aRjA
jCRN j@3Raw j@j CN,RaURaj3c j@3 cj$CICcjCRN R8 j@3 aRjjCRN URI3 ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3
V3\njCRN lYl: sCj@ GN@ = е.еWY BN ,RNjacj jR j@3 ,c3 R8 cCNncRC0I IR0CN<. j@Cc cj$CICcjCRN
@c  UaRNRnN,30 CLU,j RN j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN URI3Y isR LCIICRN w3ac 8j3a j@3 8nII
IR0 Cc 3cj$ICc@30. j@3 URI3 @c a3,@30 ∼ ω.φ◦. N0 j@3 iTr aj3 @c 0aRUU30 jR Ϲ 03< Kwa−Ϲ. Ra
@I8 j@3 aj3 Ua30C,j30 CN j@3 $c3N,3 R8 j@3 cj$CICcjCRN 0n3 jR j@3 a3LNNj $nI<3Y j Sz Kwa 8j3a
j@3 RNc3j R8 IR0CN< VNRj c@RsNW. j@3 iTr aj3 @c 8II3N jR е.Д 03< Kwa−Ϲ. N0 j@3 N3j iTr @c
a3,@30 ξ.ω◦Y
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i@3 a3LCNCN< Ua30C,jCRNc CN 7C<na3 lYe CIIncjaj3 j@3 UaR<a3ccCq3Iw cjaRN<3a cj$CICcjCRN R8
j@3 aRjjCRN URI3 c j@3 a3LNNj $nI<3 U@wcC,c Cc n<L3Nj30 $w cn,,3ccCq3Iw @C<@3a LUICjn03c
R8 cj$I3 VRq3a j@3 k Kwa jCL3c,I3 ,Rq3a30 $w j@3 UIRjW 3u,3cc 3IICUjC,CjwY BN0330. CN j@3 k Kwa
cCN,3 j@3 RNc3j R8 j@3 IR0CN<. j@3 Ua30C,j30 iTr 8Ra j@3 LRcj cj$I3 ,c3. sCj@ N 0RUj30 3u,3cc
3IICUjC,Cjw 3\nI jR j@3 Ua3c3NjA0w qIn3 VGN@ = е.ееξ. c 0Cc,ncc30 $Rq3W. @c 3cc3NjCIIw ,3c30
N0 j@3 ~NI a3RaC3NjjCRN Cc ∼ И◦Y r3 NRj3 j@j j@3 Ua3c3NjA0w. NRNA@w0aRcjjC, ~<na3 R8 j@3
2aj@ Cc jaCuCI. N0 j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw qIn3c CN j@3 0Ca3,jCRN R8 j@3 jsR UaCN,CUI 3\njRaCI
u3c a3 ,jnIIw zYzSS9 N0 zYzz9l )KjcnwL 3j IY. lzSz* Vj@3 q3a<3 R8 j@3c3 jR NnL$3ac
<Cq3c j@3 zYzz4 qIn3 \nRj30 $Rq3Wd j@nc j@3 Ua3,Cc3 I3q3I R8 cj$CICcjCRN sRnI0. CN j@3 ,c3 R8 
jaCuCI ~<na3. $3  8nN,jCRN R8 j@3 0Ca3,jCRN R8 j@3 iTrY
r3 ,RN,In03 8aRL 7C<na3 lYe j@j 0naCN< U3aCR0c R8 a3IjCq3 @Cjnc CN j@3 qaC$CICjw R8 j@3 ,RNA
q3,jCq3 IR0CN<. RN<RCN< iTr Ua30C,j30 RN j@3 $cCc R8 j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw
V3\njCRN lYl9W Lw $3  cC<NC~,Nj Rq3a3cjCLj3Y bj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ $Rj@  a3LNNj aRA
jjCRNI $nI<3 N0 N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw s@C,@ a3LCNc cj$I3 Rq3a j@3 U3aCR0 R8 j@3 @Cjnc sCII $Rj@
cjaRN<Iw CN@C$Cj iTrY Bj Cc CLURajNj jR NRj3 j@j j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 3u,3cc 3IICUA
jC,Cjw Cc CN03U3N03Nj R8 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRNY i@j Cc. Ij@Rn<@ j@3 : IRs3a ICN3c CN 3,@
8aL3 R8 7C<na3 lYe ,RNcC03a j@3 jsR 3{3,jc CN jN03L. s3 ,RnI0 @q3 Ij3aNjCq3Iw ,RNcC03a30 j@3
3u,3cc 3IICUjC,Cjw cj$CICcjCRN CN j@3 $c3N,3 R8 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3
3IcjC, ICj@RcU@3a3Y
BN 7C<na3 lY4 s3 a3jnaN jR j@3 cjN0a0 j3cj ,c3 VIRN< 0c@30 ICN3c CN j@3 8aL3c R8 7C<na3 lYeW
N0 ,RNcC03a j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 Ua30C,jCRNc jR V8aRL ~acj jR Icj aRsW j@3 NRaLICc30 cCy3 R8 j@3
IR0 V[′W. j@3 jCL3c,I3 R8 IR0CN<. j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw. N0 j@3 j@C,GN3cc R8 j@3 3IcjC,
ICj@RcU@3a3Y BN II ,c3c. s3 nc3 j@3 jCL3A0RLCN 3\njCRN VlYl:W sCj@ GN@ = еY
BN j@3 jRU aRs s3 3uUIRa3 j@3 CLU,j R8 qawCN< [′ 8aRL zYzzzk jR zYzzkY c 0Cc,ncc30 $Rq3 CN
j@3 ,RNj3uj R8 j@3 U3aCR0C, 8Ra,CN<. j@3 Ua30C,jCRNc R8 iTr N0 iTr aj3 8Ra j@3 aLUAnU 8Ra,CN<
c@RnI0 $3 ICN3aIw a3Ij30 jR [′ V3\njCRN lYl:W. N0 j@Cc Cc ,I3aIw 3qC03Nj CN 7C<na3 lY4Y c N
kz
3uLUI3. j ezz Gwa. j@3 N3j iTr aj3 Ua30C,jCRNc 8Ra [′ = е.еееД N0 zYzzk a3 ∼ Ϲ 03< Kwa−Ϲ
N0 ∼ Ϲе 03< Kwa−Ϲ. a3cU3,jCq3IwY
i@3 c3NcCjCqCjw R8 iTr N0 iTr aj3 Ua30C,jCRNc jR qaCjCRNc CN j@3 jCL3c,I3 Rq3a s@C,@
j@3 IR0 Cc UUIC30 Vc3,RN0 aRs. 7C<na3 lY4W Cc a3IjCq3Iw cLII RN,3 ∼ Д Kwa @q3 3IUc30Y T3G
iTr cU330c a3 R$jCN30 CN j@3 Ijj3a Uaj R8 j@3 IR0CN< aLUAnU. N0 j@3 LUICjn03 R8 j@Cc U3G
03,a3c3c c j@3 aLUAnU U3aCR0 CN,a3c3c. 8aRL ω.И 03< Kwa−Ϲ 8Ra j@3 zYS Kwa aLUAnU ,c3 jR
И 03< Kwa−Ϲ 8Ra j@3 ,c3 R8  k Kwa aLUAnUY bC<NC~,NjIw. 9 Kwa 8j3a j@3 RNc3j R8 IR0CN<. j@3
iTr aj3 8Ra II 8Rna ,c3c ja3j30 CN 7C<na3 lY47 @q3 ,RNq3a<30 jR Encj nN03a Ϲ 03< Kwa−ϹY
i@3 j@Ca0 aRs R8 7C<na3 lY4 ,RNcC03ac j@3 CLU,j RN j@3 iTr Ua30C,jCRNc R8 CN,a3cCN< j@3
IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw $w N Ra03a R8 L<NCjn03Y /naCN< j@3 IR0CN< aLUAnU. $Rj@ j@3 iTr N0
iTr cU330 03,a3c3 LRNRjRNC,IIw sCj@ CN,a3cCN< ƺHKY ?Rs3q3a. c j@3 aLUAnU cIRsc. N0 CN
j@3 U3aCR0 8j3a j@3 aLUAnU. j@3 Ua30C,j30 iTr cU330c 03,w j 0C{3a3Nj aj3c N0 $w k Kwa j@3w
@q3 ,RNq3a<30 jR N3aIw j@3 cL3 qIn3 c CN 7C<na3 lY47- Ϲ 03< Kwa−ϹY r@j Cc ,ncCN< j@Cc jaNA
cCjCRN 8aRL j@3 3aIw c3NcCjCqCjw jR qCc,RcCjw jR j@3 Ijj3a CNc3NcCjCqCjw] /naCN< j@3 CNCjCI RNc3j R8
j@3 IR0. iTr Cc ICLCj30 $w j@3 $CICjw R8 j@3 $nI<3 jR a30Encj N0 j@Cc. CN jnaN. Cc <Rq3aN30 $w j@3
IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw Ģ j@3 @C<@3a j@3 qCc,RcCjw. j@3 LRa3 cIn<<Cc@ j@3 0EncjL3NjY ?Rs3q3a. 8j3a
 a3IjCq3Iw LR03cj I3q3I R8 iTr @c R,,naa30. j@3 cj$CICcCN< CLU,j R8 j@3 a3LNNj $nI<3 ccRA
,Cj30 sCj@ j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3. s@C,@ sCII CN,a3c3 sCj@ CN,a3cCN< iTr. $3,RL3c 0RLCNNj.
N0 j@Cc cj$CICcjCRN Cc CNc3NcCjCq3 jR IRs3a LNjI3 a@3RIR<wY ?3N,3. j@3 Ua30C,j30 iTr aj3c sCII
,RNq3a<3 CN j@Cc CNj3aqIY
i@Cc jaNcCjCRN 8aRL  iTr a3cURNc3 0RLCNj30 $w qCc,Rnc $nI<3 0EncjL3Nj jR a3LNNj $nI<3
cj$CICcjCRN Cc 3qC03Nj c,@3LjC,IIw CN 7C<na3 lYS. s@3a3 CN j@3 ~acj 83s ,RInLNc R8 j@3 ~<na3 j@3
iTr Uj@ Cc cCLCIa 8Ra $Rj@ c,3NaCRcY c jCL3 UaR<a3cc3c N0 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN
jG3c Rq3a. j@3 iTr CN j@3 c3,RN0 c,3NaCR Cc cC<NC~,NjIw LRa3 Lnj30 j@N CN j@3 ~acj ,c3Y i@3
jaNcCjCRN IcR 3uUICNc s@w. 8j3a j@3 aLUAnU CN IR0CN<. iTr aj3c ,RNq3a<3 jR  aRn<@Iw cCLCIa
qIn3 VϹ 03< Kwa−ϹWd j@3 cj$CICcCN< CLU,j R8 j@3 a3LNNj $nI<3 Cc NRj RNIw CNc3NcCjCq3 jR j@3 IRs3a
kS
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  NP :LWK WKH H[FHSWLRQ RI WKH SD
UDPHWHU EHLQJ YDULHG WKH VROXWLRQV DUH EDVHG RQ VWDQGDUG WHVW FDVH YDOXHV Hi   NP ƺHK   3D V [′  
 DQG ɇ,   0\U
kl
)LJXUH  FRQWLQXHG
kk
LNjI3 qCc,RcCjw. Cj Cc IcR CNc3NcCjCq3 jR j@3 U3aCR0 Rq3a s@C,@  IR0 R8 NRaLICc30 cCy3 [′ Cc $nCIj
nUY Q8 ,Rnac3. cCN,3 j@3 nIjCLj3 IR,jCRN R8 j@3 URI3 Cc <Rq3aN30 $w  $IN,3 $3js33N j@3 IR0
cCy3 N0 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN. j@3 ,naq3c CN 7C<na3 lY42 sCII 3u@C$Cj LRa3 c3NcCjCqCjw
j@N j@Rc3 CN 7C<na3c lY47 N0 lY4; CN j@3 U3aCR0 8j3a j@3 IR0 Cc 8nIIw CN UI,3d @Rs3q3a. 3,@ R8
j@3c3 ,naq3c sCII 3q3NjnIIw ,RNq3a<3 jR y3aR c j@3 URIa LRjCRN ,3c3c VCY3Y. j j@3 URCNj s@3a3 j@3
cja3N<j@ R8 j@3 IR0 N0 j@3 cj$CICcjCRN cja3N<j@ $3,RL3 3\nIWY
BN j@3 ~NI aRs R8 7C<na3 lY4. s3 ,RNcC03a j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 Ua30C,jCRNc jR ,@N<3c CN j@3
j@C,GN3cc R8 j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3. HiY c RN3 CN,a3c3c Hi. RN3 CN,a3c3c j@3 cja3N<j@ R8 j@3 a3LA
NNj $nI<3. N0 @3N,3 j@3 Ua30C,j30 iTr a3LCNc  cjaRN< 8nN,jCRN R8 j@3 0RUj30 qIn3 R8 Hi
s3II 8j3a j@3 IR0 aLUAnUd j@Cc Cc IcR a33,j30 CN j@3 Ua30C,j30 iTr aj3c. s@C,@ c@Rs cC<NC~A
,Nj 0C{3a3N,3c k Kwa 8j3a j@3 RNc3j R8 IR0CN<Y QN,3 <CN. j@Cc c3NcCjCqCjw ,RNjacjc sCj@ a3cnIjc
$c30 RN j@3 cCNncRC0I 8Ra,CN<Y
i@3 Ua30C,jCRNc CN 7C<na3 lY4 0RUj GN@ = е. N0 j@nc j@3w 0R NRj CN,In03 Nw cj$CICcjCRN ccRA
,Cj30 sCj@  $,G<aRnN0 3u,3cc 3IICUjC,CjwY c 0Cc,ncc30 $Rq3. j@3 Ua3c3NjA0w 3u,3cc 3IICUjC,Cjw
R8 j@3 2aj@ IRN< j@3 CNj3aL30Cj3 N0 LCNCLnL u3c R8 CN3ajC a3 zYzz9l N0 zYzSS9. a3cU3,A
jCq3IwY r3 0R NRj GNRs @Rs j@Cc ,RNq3,jCRN cC<NI @c qaC30 CN j@3 Ucjd @Rs3q3a. Cj sCII Iswc
$3 jan3. c 0Cc,ncc30 CN j@3 ,RNj3uj R8 7C<na3 lYS. j@j j@3 aRjjCRN q3,jRa sCII j3N0 jR a3RaC3Nj cn,@
j@j Nw 3u,3cc 3IICUjC,Cjw LRq3c jRsa0c j@3 3\njRaY BN Nw 3q3Nj. 8Ra j@3 cG3 R8 CIIncjajCRN. N0
jR $3 ,RNc3aqjCq3. CN 7C<na3 lYO s3 a3U3j j@3 cCLnIjCRNc CN 7C<na3 lY4 sCj@ GN@ c3j jR zYzz:Y iR
8,CICjj3 ,RLUaCcRN. 7C<na3 lYO Cc 0asN ncCN< j@3 cL3 c,I3c c 7C<na3 lY4Y
BNjaR0n,CN< j@Cc a3IjCq3Iw LR03cj I3q3I R8 3u,3cc 3IICUjC,Cjw wC3I0c  N3j iTr j 9 Kwa j@j Cc
RNIw $Rnj @I8 j@3 jRjI iTr Ua30C,j30 CN j@3 $c3N,3 R8 j@Cc cj$CICcjCRNY /naCN< j@3 aLUAnU CN
j@3 IR0CN<. j@3 iTr N0 iTr aj3 a3 I3cc c3NcCjCq3 jR j@3 ,@RC,3 R8 GN@d @Rs3q3a. j@3 0Cc,a3UNA
,C3c <aRs 0naCN< j@3 U3aCR0 CN s@C,@ j@3 IR0CN< Cc ,RLUI3j3Y i@Cc Cc w3j NRj@3a LNC83cjjCRN R8
j@3 jaNcCjCRN 8aRL  IR0A0RLCNj30 iTr U@c3 jR  U@c3 CN s@C,@ j@3 cj$CICcCN< 3{3,jc R8 j@3
a3LNNj $nI<3 N0 j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw $3<CN jR 0RLCNj3Y
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)LJXUH  $V LQ )LJXUH  H[FHSW DOO FDOFXODWLRQV DGRSW GN@   DQG WKXV LQFRUSRUDWH VWDELOL]DWLRQ GXH WR
H[FHVV HOOLSWLFLW\
k9
mcCN< j@3 a3cnIjc CN j@Cc c3,jCRN. s3 ,N a3cc3cc j@3 CN83a3N,3 $w b<3a  FRUU3ac )lzzz* R8
ϹЍ◦ĢИϹ◦ R8 iTr CN lĢ9 Kwa 0naCN< j@3 Hj3 +a3j,3RncY H3j nc ccnL3 j@j j@Cc a3RaC3NjjCRN sc
0n3 jR  N3j c@C8j CN j@3 ,RNq3,jCq3 IR0CN<Y i@3 a3cnIjc CN 7C<na3 lY4# N0 lYO# 03LRNcjaj3 j@j
iTr Rq3a j@Cc jCL3 U3aCR0 sRnI0 $3 a3IjCq3Iw CNc3NcCjCq3 jR j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 aLUAnU CN j@3
,RNq3,jCq3 IR0Y BN j@3 $c3N,3 R8 Nw cj$CICcjCRN 0n3 jR 3u,3cc 3IICUjC,Cjw. j@3 Ua30C,jCRNc CN 7C<A
na3 lY4 CN0C,j3 j@j iTr R8 j@Cc LUICjn03 sRnI0 a3\nCa3  ,RNq3,jCq3 IR0 R8 [′ ∼ е.ееДY
0RUjCN< N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 GN@ = е.ееω V7C<na3 lYOW CN,a3c3c j@3 cCy3 R8 j@3 a3\nCa30 IR0
$w $Rnj fzX. CY3Y. [′ = е.ееφY Vi@3 2aj@ȕc 3u,3cc 3IICUjC,Cjw 49 K Cc nNGNRsNd @Rs3q3a. j@3
cCy3 R8 j@3 L3<UInL3 cjan,jna3c $3IRs 8aC, N0 j@3 T,C~, cn<<3cj j@j j@Cc ,RNq3,jCq3Iw cnUA
URaj30 ,RNjaC$njCRN jR j@3 R$Ij3N3cc R8 j@3 2aj@ Lw NRj @q3 $33N cC<NC~,NjIw 0C{3a3Nj 8aRL
jR0wȕc qIn3Y i@3a38Ra3. CN j@Cc ,c3. 0RUjCN< GN@ = е.ееω Cc ICG3Iw N nN03a3cjCLj3YW i@3 a3A
\nCa30 IR0 cCy3 sRnI0 $3 RNIw La<CNIIw cLII3a C8 s3 0RUj30  IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw c IRs c
Д × ϹеИϹ T c V7C<na3c lY4+. O+W Ra N 3IcjC, ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc c j@CN c Sz GL V7C<na3 lY4/.
lYO/WY i@3 UI3RL<N3jC, CN83a3N,3 R8 b<3a  FRUU3ac )lzzz* j@nc a3\nCa3c j@j  ,RNq3,jCq3
8Ra,CN< RN j@3 Ra03a R8 j@3 cCy3 R8 j@3 ,naa3Nj 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3 2aj@ Lncj @q3 $33N UUIC30
CN  jCL3c,I3 R8  83s LCIICRN w3acY r3 ,RN,In03. RN j@Cc $cCc. j@j j@3 UI3RL<N3jC, CN83a3N,3
Cc U@wcC,IIw CLUIncC$I3Y
lY: 7ϔϩΞϣ `ζϨΞЁϡЅ
mcCN< a3,3Nj a3cnIjc CN C,3 <3 j@3Raw )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*. s3 @q3 03aCq30  ICN3aCc30 aRjA
jCRNI cj$CICjw j@3Raw j@j U3aLCjc Ua30C,jCRNc R8 jCL3A03U3N03Nj iTr RN  ,RNq3,jCq3Iw IR030
Kus3II 2aj@Y  cU3,CI ,c3 R8 j@3 j@3Raw IIRsc RN3 jR cc3cc j@3 jCL3 03U3N03N,3 R8 j@3 aRA
jjCRN q3,jRa nN03a ccnLUjCRNc ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 ,NRNC,I 3\nCIC$aCnL cj$CICjw j@3Raw ~acj
03c,aC$30 $w ;RI0 )SO99* V7C<na3 lYSW N0 0RUj30 CN LRcj Ua3qCRnc NIwc3c R8 ,RNq3,jCRNA
CN0n,30 iTrY ?Rs3q3a. CN Cjc LRcj <3N3aI 8RaL. Rna j@3Raw n<L3Njc j@Cc ,NRNC,I ja3jL3Nj
kf
jR CN,In03 j@3 URccC$I3 cj$CICcjCRN R8 j@3 2aj@ȕc aRjjCRN q3,jRa 0n3 jR j@3 a3LNNj $nI<3 ccR,CA
j30 sCj@ N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 N0 Nw 3u,3cc 3IICUjC,Cjw CN j@3 2aj@ȕc c@U3 j@j Cc cj$I3 Rq3a j@3
jCL3c,I3 R8 CNj3a3cjY i@3 ICN3aCcjCRN Cc qIC0 8Ra cLII N<I3c R8 iTrd @Rs3q3a. s3 @q3 03LRNA
cjaj30 j@3 ,RN0CjCRNc nN03a s@C,@ j@3 3aaRa CN j@3 ja3jL3Nj Cc I3cc j@N 9X 8Ra iTr a3,@CN< Ие◦Y
c  ~acj UUIC,jCRN R8 j@3 j@3Raw. s3 @q3 ,RNcC03a30 iTr CN a3cURNc3 jR a3IjCq3Iw aUC0.
∼ Ϲ Kwa. U3ajna$jCRNc CN j@3 CN3ajC j3NcRaY BN j@Cc a3<a0. s3 @q3 0RUj30 jsR cU3,C~, jCL3 @CcA
jRaC3c-  U3aCR0C, VcCNncRC0IW 8Ra,CN<. N0  <a0nI aLUAnU V@wU3a$RIC, jN<3NjW 8Ra,CN<Y i@3
,I,nIjCRNc ncCN< j@3 U3aCR0C, 8Ra,CN< @q3 Ia<3Iw ,RN~aL30 a3cnIjc $w icC  bj3q3NcRN )lzze*.
s@R ,RN,In030 j@j j@3 iTr N<I3 N0 aj3 sRnI0 $3 ICN3aIw UaRURajCRNI jR j@3 L<NCjn03 N0
U3aCR0 R8 j@3 IR0CN< N0 CNq3ac3Iw UaRURajCRNI jR j@3 0RUj30 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjwY r3 @q3
IcR 03LRNcjaj30 j@j j@3c3 Ua30C,jCRNc a3. sCj@CN j@3 UaL3j3a a3<CL3 s3 @q3 ,RNcC03a30.
CNc3NcCjCq3 jR j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3 Ra 3u,3cc 3IICUjC,CjwY mcCN< Rna
Ua30C,jCRNc. s3 ,RN,In03 j@j iTr R8 LUICjn03 ∼ Ϲе◦ sCj@ ∼ Ϲ Kwa U3aCR0C,Cjw sRnI0 a3\nCa3
Ia<3 ġ N0 CN Rna qC3s nNa3ICcjC, ġ U3ajna$jCRNc CN j@3 CN3ajC j3NcRa Rq3a j@Cc jCL3c,I3Y BNA
0330. j@3c3 CN83a3N,3c cn<<3cj ,@N<3c CN j@3 CN3ajC j3NcRa Rq3a jCL3c,I3c R8 S Kwa j@j a3 Ln,@
Ia<3a j@N SzX R8 j@3 U3ajna$jCRN CLUIC30 $w j@3 2aj@ȕc Ua3c3NjA0w 3u,3cc 3IICUjC,CjwY
Qna Ua30C,jCRNc $c30 RN  cj3U aLUAnU CN j@3 ,RNq3,jCRN IR0 c@Rs 8a <a3j3a c3NcCjCqCjw jR
j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3 N0 3u,3cc 3IICUjC,CjwY KRa3 cU3,C~,IIw. CN j@3
,c3 R8 j@3 IR0 aLUAnU. s3 NRj3  jaNcCjCRN 8aRL IR0A0RLCNj30 iTr 0naCN< j@3 U3aCR0 R8 ,A
jCq3 IR0CN< jR  U@c3. 8j3a IR0CN< Cc ,RLUI3j3. CN s@C,@ j@3 a3LNNj $nI<3 N0 3u,3cc 3IICUjC,Cjw
cC<NC~,NjIw ICLCj URIa LRjCRNY BN0330. j@3c3 cj$CICcCN< 8,jRac a3 cn|,C3Nj jR cjRU j@3 aRjjCRN
URI3 8a 8aRL j@3 3\njRaCI URcCjCRN 3uU3,j30 RN j@3 $cCc R8 j@3 ,NRNC,I cj$CICjw j@3Raw R8 ;RI0
)SO99*Y r3 c@RnI0 3LU@cCc3 j@j j@Cc ICLCj RN iTr @c $33N nN03acjRR0 N0 UUIC30 sCj@CN j@3
ICj3ajna3 R8 UIN3jaw aRjjCRN )3Y<Y. rCII3LNN. SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzfd /a0C,@ 3j IY.
lzz4* ġ CN j@Cc a3<a0. j@3 j@3Raw 03c,aC$30 @3a3CN 3uj3N0c j@3c3 3{Rajc jR ,RNcC03a j@3 jCL3 @CcA
jRaw R8 j@3 3qRInjCRN R8 URI3 URcCjCRN CN j@3 Ua3c3N,3 R8 j@3c3 cj$CICcjCRN L3,@NCcLcY QN j@3
ke
$cCc R8 j@3c3 Ua30C,jCRNc. s3 @q3 ,RN,In030 j@j j@3 CN83a3N,3 R8  ϹЍ◦ĢИϹ◦ a3RaC3NjjCRN R8 j@3
aRjjCRN URI3 Rq3a lĢ9 Kwa 0naCN< j@3 Hj3 +a3j,3Rnc Cc IcR CLUIncC$I3Y
i@3 Ua30C,jCRNc 03c,aC$30 @3a3 ccnL3 j@j j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3 R8 j@3 2aj@ Cc nN$aRG3NY c
s3 0Cc,ncc30 CN j@3 Ƚ lYS. N CLURajNj \n3cjCRN j@j N330c jR $3 00a3cc30 Cc jR s@j 3uj3Nj j@3
Ȕ3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3ccȕ R8 j@3 a3I 2aj@ CN a3cURNc3 jR  U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI 0C8A
83ac 8aRL a3cURNc3 R8  LR03I 2aj@ sCj@ N nN$aRG3N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 R8 cRL3 j@C,GN3cc HiY
c  Ua3ICLCNaw cc3ccL3Nj R8 j@Cc Cccn3. s3 nc30  ~NCj3A3I3L3Nj NnL3aC,I UaR,30na3 03q3IA
RU30 8Ra C,3 <3 <3R0wNLC, UaR$I3Lc )Hjw,@3q 3j IY. lzz9* jR ,RLUa3 j@3 S Kwa a3cURNc3 R8-
VSW N 2aj@ LR03I sCj@ N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 R8 j@C,GN3cc Szz GL j II IR,jCRNc 3u,3Uj j UIj3
$RnN0aC3c s@3a3 V$w qCajn3 R8  ~NCj3 qCc,RcCjwW j@3 3IcjC, j@C,GN3cc Cc y3aR. N0 VlW  c3\n3N,3
R8 2aj@ LR03Ic sCj@  nNC8RaL 3IcjC, j@C,GN3cc j@j Cc qaC30 8aRL Sz GL jR Szz GLY r3 8RnN0
j@j j@3 VcU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 jsR. Ra03a RN3W a3cURNc3 R8 j@3 $aRG3N ICj@RcU@3a3 LR03I jR
 U3ajna$jCRN CN j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI aCcCN< 8aRL  φ◦ c@C8j CN j@3 URI3 IRN< j@3 ;a33NsC,@
L3aC0CN sc j@3 cL3 c j@3 a3cURNc3 j j@3 cL3 03<a33 N0 Ra03a R8  nNC8RaL 3IcjC, ICj@RA
cU@3a3 R8 j@C,GN3cc Hi ∼ Ѝе GLY i@Cc cn<<3cjc j@j j@3 3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3cc Hi R8 j@3 2aj@
CN a3cURNc3 jR 8Ra,CN<c RN jCL3c,I3c R8 ∼ Ϲ Kwa Cc  cCy3$I3 8a,jCRN R8 j@3 L3N ICj@RcU@3aC,
j@C,GN3cc. N0 j@j j@3 cjN0a0 qIn3 R8 Hi = Иφ GL s3 0RUj30 CN j@3 Ua3c3Nj cjn0w Cc  a3A
cRN$I3 N0 ,RNc3aqjCq3 ,@RC,3Y M3q3aj@3I3cc. Cj Cc CLURajNj jR a3,II j@j j@3 3{3,jCq3 3IcjC,
j@C,GN3cc R8 j@3 $aRG3N ICj@RcU@3a3. N0 @3N,3 j@3 CLURajN,3 R8 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN.
sCII $3  8nN,jCRN R8 j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 8Ra,CN<Y 7Ra 3uLUI3. NIwc3c R8 iTr Rq3a jCL3c,I3c
R8 SzcĢSzzc R8 Kwa sRnI0 @q3 jR ,,RnNj 8Ra j@3 8,j j@j j@3 ,a3jCRN R8 R,3NC, ICj@RcU@3a3 N3a
LC0AR,3N aC0<3c c3jc j@3 IR,I 8RaL R8 j@3 UIj3 jR j@3 ,RNj3LURaN3Rnc @w0aRcjjC, ~<na3Y 
,RNc3aqjCq3 j3cj R8 j@3 3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3cc R8 j@3 ICj@RcU@3a3 CN j@Cc ,c3 LC<@j c3j j@3 3IcA
jC, cja3N<j@ R8 j@3 R,3NC, ,RLURN3Nj R8 j@3 ICj@RcU@3a3 jR y3aR )c33 +a3q3ICN< 3j IY. lzSl*Y TIj3
LRjCRNc 0naCN< iTr 3q3Njc Lw IcR UIw  aRI3 CN 3cj$ICc@CN< j@3 cja3N<j@ R8 j@3 a3LNNj $nI<3
cj$CICcjCRN Rq3a cn,@ jCL3c,I3cY
k4
i@3 NRaLI LR03 ja3jL3Nj s3 @q3 03c,aC$30 UaRqC03c  3uC$I3 L3j@R0RIR<w 8Ra CNq3cjC<jA
CN< j@3 CLU,j RN ,RNq3,jCRNACN0n,30 iTr R8  cnCj3 R8 Rj@3a 8,jRac a3Ij30 jR 2aj@ cjan,jna3Y
7Ra 3uLUI3. Rna a3cnIjc @q3 ccnL30 j@j j@3 ICj@RcU@3a3 Cc ,@a,j3aCc30 $w CN~NCj3 qCc,RcCjw
VCY3Y. j@j Cj Cc Una3Iw 3IcjC,WY 0RUjCN<  ~NCj3 qCc,RcCjw ICj@RcU@3a3 sRnI0 CNjaR0n,3  NRaLI
LR03 sCj@  a3IujCRN jCL3 <Cq3N $w j@3 Kus3II jCL3 R8 j@3 ICj@RcU@3a3. N0 c s3 @q3 NRj30
j@Cc sRnI0 I30 jR  jaNcC3Nj a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRNY BN 00CjCRN. Ij3aNj3 ICN3a a@3RIR<C3c
,N $3 ja3j30 sCj@Rnj Nw 00CjCRNI ,RLUI3uCjw CN j@3 LR03IICN<Y 7CNIIw. sCj@CN j@3 aN<3 R8 ICNA
3aCcjCRN. Rna j@3Ra3jC,I L3j@R0RIR<w ,N $3 nc30 jR cc3cc Rj@3a cU3,jc R8 j@3 2aj@ȕc aRjjCRNI
cj$CICjw CN a3cURNc3 jR ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<Y i@3c3 CN,In03. 8Ra 3uLUI3. j@3 a3IjCq3Iw Lnj30 iTr
CN83aa30 8Ra j@3 Ucj 83s Szz Kwa 8aRL UI3RL<N3jC, 0j )#3cc3  +RnajCIIRj. lzzld bj3CN$3a<3a
 iRacqCG. lzz4*Y i@Cc Cc j@3 jRUC, R8 j@3 N3uj ,@Uj3aY
kO
#nj j@3 U3RUI3 RN Cj 8a3jj30 Rnj j@3Ca 0wc sCj@ jaRn$I3c N0 ,a3c
N0 3N0I3cc sRaaC3c. c j@Rn<@ sCj@Rnj j@3c3 jaRn$I3c. j@3c3 ,a3c.
N0 j@3c3 sRaaC3c. j@3 0w sRnI0Nȕj jnaN CNjR NC<@jY
M3c,CR. Lcj3a0L bjRaC3c
VjaNcY /LCRN b3aIcW
3
i@3 `RjjCRNI bj$CICjw R8 
+RNq3,jCN< 2aj@. BB
i@3 2aj@ȕc 7C<na3 N0 iTr Qq3a j@3 Hcj Szz Kwa
kYS BϩАЁϱβЛΫАϔϱϩ
 $aR0 cnCj3 R8 <3RU@wcC,I UaR,3cc3c. CN,In0CN< jLRcU@3aC, N0 R,3N ,Ca,nIjCRN. jC03c. <I,CI
CcRcjjC, 0EncjL3Nj N0 LNjI3 ,RNq3,jCRN. Ij3a Lcc 0CcjaC$njCRN sCj@CN j@3 2aj@ cwcj3L N0
0aCq3  a3RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc a3IjCq3 jR j@3 cna8,3 <3R<aU@wY i@Cc a3RaC3NjjCRN Cc
,@a,j3aCc30 $w jCL3c,I3c aN<CN< 8aRL c3,RN0c jR @nN0a30c R8 LCIICRNc R8 w3ac )HL$3,G.
SO4zd KnNG  K,/RNI0. SOfz*Y j j@3 c@RajAjCL3 3N0 R8 j@Cc cU3,janL. j@3 URIa LRjCRN Cc U3A
aCR0C,. Ra N3aIw cR. N0 j@3 U@3NRL3NRN Cc GNRsN c  sR$$I3 R8 j@3 aRjjCRN uCc )bLCj@. SOeed
r@a. SO4l*d N 3uLUI3 Cc j@3 2aj@ȕc +@N0I3a sR$$I3.  ∼ ξ L LRjCRN R8 j@3 URI3 sCj@  U3A
aCR0 R8 S:ALRNj@c j@j Cc 3u,Cj30. j I3cj CN Uaj. $w R,3N Lcc jaNcURaj );aRcc. lzzz*Y j IRN<3a
jCL3c c,I3c. j@3 LRjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc Cc GNRsN c jan3 URIa sN03a. Ra iTrY 7Ra 3uLUI3.
cna8,3 VC,3 UInc R,3NW Lcc a30CcjaC$njCRN N0 CcRcjjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 2aj@ CN ,RNc3\n3N,3
R8 j@3 Hj3 TI3CcjR,3N3 <I,CI ,w,I3c 0aRq3  N3j 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3 R8 Ϲ◦ Ra I3cc. N0 N RNA
<RCN< iTr cU330 R8 I3cc j@N Ϲ◦gKwa )MG0. lzzld KCjaRqC, 3j IY. lzz9*Y KRa3Rq3a. LR03aN
R$c3aqjCRNc R8 iTr cU330 a3 ,RLLRNIw ,Raa3,j30 8Ra C,3A<3 3{3,jc. N0 j@3 a3cC0nI cC<NI Cc
j@3N nc30 jR 3cjCLj3 a3,3Nj Lcc nu 8aRL C,3 c@33jc N0 <I,C3ac 0aCq3N $w <IR$I ,ICLj3 ,@N<3
)3Y<Y. DL3c  BqCNc. SOOed DR@NcjRN  HL$3,G. SOOOd KnNG. lzzld KCjaRqC, 3j IY. lzz9d iRcC
3j IY. lzz9d KCjaRqC, 3j IY. lzzf*Y j jCL3c,I3c aN<CN< 8aRL LCIICRNc jR @nN0a30c R8 LCIICRNc
R8 w3ac. j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN URI3 Cc 0aCq3N $w j@3aLI ,RNq3,jCRN CN j@3 2aj@ȕc LNA
jI3 )3Y<Y. bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOed `C,@a0c 3j IY. SOOed ;a3{AH3{jy. lzz:d b,@$3a 3j IY.
lzzOd iRacqCG 3j IY. lzSzd x@N< 3j IY. lzSz* ġ j@3 cL3 UaR,3cc j@j Cc nIjCLj3Iw a3cURNcC$I3
8Ra UIj3 j3,jRNC,cY
i@3 LRcj 3uj3NcCq3Iw cjn0C30. N0 $3cjA,RNcjaCN30 3uLUI3 R8 IRN<Aj3aL iTr Cc. U3a@Uc NRj
cnaUaCcCN<Iw. j@3 0aC8j R8 j@3 aRjjCRN URI3 Rq3a j@3 Icj Szz KwaY i@3 URI3 Uj@ 0naCN< j@Cc jCL3
cUN. CN83aa30 $w #3cc3  +RnajCIIRj )lzzl* RN j@3 $cCc R8 nU0j30 GCN3LjC, ,RNcjaCNjc RN UIj3
LRjCRNc N0 <IR$IIw 0CcjaC$nj30 UI3RL<N3jC, a3,Ra0c. Cc c@RsN CN 7C<na3 kYS V$I,G ICN3WY ,A
,Ra0CN< jR j@3Ca a3,RNcjan,jCRN. j@3 aRjjCRN uCc 0aC8j30 ϹИ◦ jRsa0c 2cj bC$3aC 8aRL Oe K jR
9l K. j@3N. 8j3a a3LCNCN< a3IjCq3Iw cjjCRNaw CN j@3 N3uj :: Kwa V9l jR 4 KW. a3q3ac30 0Ca3,A
jCRN N0 0aC8j30 Ѝ◦ jRsa0c ;a33NIN0 jR a3,@ Cjc Ua3c3NjA0w IR,jCRNY Bj Cc NRj$I3 j@j CN j@Cc
3NjCa3 jCL3 sCN0Rs j@3 aRjjCRN uCc a3LCN30 sCj@CN Ѝ◦ R8 Cjc ,naa3Nj IR,jCRNY
/Cc,nccCRNc R8 j@3 U@wcC,c R8 IRN<Aj3aL iTr 0aCq3N $w LNjI3 ,RNq3,jCq3 Rs a3 ,RLLRNIw
$c30 RN  aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw j@j 0j3c $,G jR j@3 LC0Alzj@ ,3Njnaw );RI0. SO99*Y i@3
;RI0 j@3Raw. @3N,38Raj@ j@3 ȔcjN0a0 j@3Rawȕ. Cc N 3\nCIC$aCnL j@3Rawd j@j Cc. <Cq3N  cna8,3 Ra
CNj3aNI Lcc IR0. j@3 j@3Raw Ua30C,jc j@3 ~NI cjj3 R8 j@3 aRjjCRN URI3. $nj cwc NRj@CN< $Rnj
j@3 jCL3c,I3 R8 iTr jRsa0c j@Cc ~NI cjj3Y ,,Ra0CN< jR j@3 j@3Raw. iTr Cc 0aCq3N $w Lcc
a30CcjaC$njCRN N0 Cc a3cCcj30 $w j@3 aRjjCRNI $nI<3 R8 j@3 UIN3jY mN03a j@3 ccnLUjCRN j@j j@3
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)LJXUH  73: RYHU WKH ODVW  0\U VXSHULPSRVHG RQ D WRSGRZQ SURMHFWLRQ RI WKH QRUWKHUQ KHPLVSKHUH ZLWK
FRQWLQHQWV LQ WKHLU SUHVHQW ORFDWLRQ WKDW VSHFLÀHV ORQJLWXGH DV ODEHOOHG ODWLWXGH GDVKHG OLQH ◦1 RXWHU FLUFOH
◦1 DQG WKH RULHQWDWLRQ RI WKH PLQLPXP ; DQG LQWHUPHGLDWH ; D[HV RI QRQK\GURVWDWLF LQHUWLD 7KH VROLG
EODFN OLQH LV WKH 73: SDWK LQIHUUHG E\ %HVVH 	 &RXUWLOORW >@ RQ WKH EDVLV RI SDODHRPDJQHWLF UHFRUGV 7KH
UHPDLQLQJ OLQHV DUH SUHGLFWLRQV RI 73: GULYHQ E\ WKH FRQYHFWLRQLQGXFHG LQHUWLD WHQVRU SHUWXUEDWLRQV GHVFULEHG
LQ WKH WH[W VHH )LJXUH  7KHVH SUHGLFWLRQV DUH VROLG EOXH OLQH ² 73: EDVHG RQ WKH VWDQGDUG HTXLOLEULXP UR
WDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRU\ >*ROG @ VROLG JUHHQ OLQH ² 73: EDVHG RQ WKH UHYLVHG URWDWLRQDO WKHRU\ LQ WKH FDVH
ZKHUH VWDELOLVDWLRQ RI WKH URWDWLRQ D[LV DVVRFLDWHG ZLWK WKH (DUWK·V H[FHVV HOOLSWLFLW\ LV LQFOXGHG HTXDWLRQ 
ZLWK Hi VHW WR ]HUR LQ WKH QXPHUDWRU ,Q WKH FDVH RI WKH ODWWHU WKH SHDN LQHUWLD WHQVRU SHUWXUEDWLRQ LQ )LJXUH  LV
VFDOHG WR EH HTXDO WR  RI WKH PHDQ SUHVHQWGD\ H[FHVV HOOLSWLFLW\
:l
aRjjCRNI $nI<3 sCII nIjCLj3Iw 0Encj U3a83,jIw jR Nw N3s URI3 URcCjCRN. j@3 cjN0a0 j@3Raw aA
<n3c j@j Nw IR0. 3q3N RN3 c cLII c j@3 ,NRNC,I $33jI3 j@j ;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO* nc30
jR CIIncjaj3 j@3 U@wcC,I a<nL3Njc. sCII a3,@ j@3 3\njRaY i@3 0RUjCRN R8 N 3\nCIC$aCnL j@3A
Raw Ua3cnL3c j@j ,RNq3,jCq3 0aCqCN< 8Ra,3c @q3  jCL3c,I3 Ln,@ IRN<3a j@N j@3 jCL3c,I3 j@j
,@a,j3aCc3c j@3 qCc,R3IcjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3Y BN Lj@3LjC,I j3aLc. j@3 cjNA
0a0 j@3Raw Ua30C,jc j@j j@3 aRjjCRN uCc sCII a3LCN IC<N30 sCj@ j@3 UaCN,CUI uCc R8 LuCLnL
CN3ajC ccR,Cj30 sCj@ j@3 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<Y BN j@Cc ,c3. cjn0C3c R8 ,RNq3,jCRNACN0n,30 iTr
N330 RNIw ja,G j@3 aRjjCRN uCc $w 0C<RNICcCN< j@3 jRjI CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN ccR,Cj30
sCj@ j@3 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN< j 3,@ cj3U CN j@3 cCLnIjCRNY i@3 cjN0a0 3\nCIC$aCnL cj$CICjw j@3A
Raw 3cc3NjCIIw a<n3c j@j j@3 aRjjCRN uCc Cc nIjCLj3Iw nNcj$I3 CN j@3 Ua3c3N,3 R8 N CcRcjjC,IIw
nN,RLU3Ncj30 Lcc IR0. N0 j@Cc CN@3a3Nj CNcj$CICjw <3N3aIIw I30c jR Ua30C,jCRNc R8 IRN<Aj3aL
iTr j@j a3 Ia<3a j@N R$c3aq30 qIn3cY
i@3 jCL3c,I3 R8 j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc Cc ICN3aIw a3Ij30 jR j@3 cCy3 R8 j@3 IR0
)icC  bj3q3NcRN. lzzed +@N 3j IY. lzSS*d j@nc. 3q3N C8 j@3 3\nCIC$aCnL URcCjCRN R8 j@3 ,RNq3,A
jCq3 IR0 Cc j@3 3\njRa. Cj Lw jG3 @nN0a30c R8 LCIICRNc R8 w3ac 8Ra iTr jR LRq3 Cj j@3a3 )icC
 bj3q3NcRN. lzze*Y ,,Ra0CN<Iw.  NnL$3a R8 cjn0C3c @q3 3uj3N030 j@3 cjN0a0 j@3Raw jR CNA
,RaURaj3 j@3 cj$CICcCN< 3{3,j R8  jCL3A03U3N03Nj. qCc,R3IcjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3
)`C,a0 3j IY. SOOkd bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. lzzld icC  bj3q3NcRN. lzzed +@N 3j IY. lzSS*Y
i@3 `C,a0 3j IY )SOOk* L3j@R0RIR<w CNqRIq3c cwLUjRjC, 3uUa3ccCRNc 8Ra j@3 IRN<AjCL3 qCc,R3IcA
jC, 0EncjL3Nj R8 j@3 2aj@. N0 Cj @c $33N 0RUj30 CN  NnL$3a R8 cn$c3\n3Nj CNq3cjC<jCRNc R8
,RNq3,jCRNACN0n,30 iTr )3Y<Y `C,@a0c 3j IY. SOOOd ;a3{AH3{jy. lzz:d b,@$3a 3j IY. lzzO*Y
i@3 0C|,nIjw R8 a3,RN,CICN< j@3 Lnj30 iTr Rq3a j@3 Icj Szz Kwa 3cjCLj30 8aRL UI3RL<A
N3jC, a3,Ra0c V7C<na3 kYSW sCj@ ,RNq3,jCRN cCLnIjCRNc ,RnUI30 jR j@3 cjN0a0 aRjjCRNI cj$CICjw
j@3Raw @c $33N s3II 0R,nL3Nj30 CN j@3 ICj3ajna3 )3Y<Y. bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOed `C,@a0c
3j IY. SOOed b,@$3a 3j IY. lzzO*Y QN3 URccC$I3 aRnj3 jR a3cRIqCN< j@3 0Cc<a33L3Nj Cc jR CN,a3c3
j@3 LNjI3 qCc,RcCjw cR j@j j@3 0q3,jCRN R8 03NcCjw @3j3aR<3N3CjC3c ccR,Cj30 sCj@ ,RNq3,jCq3
:k
Rs Cc cIRs30 )bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. SOOed `C,@a0c 3j IY. SOOO*Y ?Rs3q3a.  a3,3Nj LNA
jI3 ,RNq3,jCRN cCLnIjCRN )b,@$3a 3j IY. lzzO* Ua30C,j30  iTr aj3 R8 е.φ◦gKwa ncCN< 2aj@
LR03Ic sCj@  L3N IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw R8 ϹеИД T cY i@Cc qCc,RcCjw Cc CN 3u,3cc R8 j@3 qIn3
Ua383aa30 RN j@3 $cCc R8 CNq3acCRNc R8 <3R0wNLC, 0j )KCjaRqC,  7Raj3. lzz:*. N0 j@3 iTr
aj3 Cc j@a33 jCL3c Ia<3a j@N j@3 UI3RL<N3jC,IIw CN83aa30 cU330 Rq3a j@3 Icj Szz Kwa V7C<A
na3 kYSWY KRa3Rq3a. bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II )SOOe* 03LRNcjaj30 j@j iTr Ua30C,jCRNc $c30
RN  UIncC$I3 LR03I R8 LNjI3 qCc,RcCjw ,RnI0 wC3I0  sC03 aN<3 R8 iTr aj3c. 03U3N0CN< RN j@3
<3RL3jaw R8 j@3 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<Y BN j@Cc a3<a0. `C,@a0c 3j IY )SOOe* @q3 a<n30 j@j j@3 cjA
$CICjw R8 j@3 aRjjCRN URI3 Rq3a j@3 Icj Szz Kwa Cc  ,RNc3\n3N,3 R8  cIRs ,@N<3 CN j@3 Ujj3aN R8
UIj3 j3,jRNC, LRjCRNc $3<CNNCN< CN j@3 Hj3 +a3j,3RncY i@3Ca a<nL3Njc s3a3 3uj3N030 $w `Rn$w
3j IY )lzSz* CN jsR swcd ~acj. j@3w ,RN,In030 j@j j@3 cj$CICcjCRN sc  8nN,jCRN R8 j@3 03Uj@ jR
s@C,@ T,C~, UIj3c cn$0n,j nN03a j@3 L3aC,cd N0. c3,RN0. 8RIIRsCN< ;a3{AH3{jy )lzz:*. j@3w
03LRNcjaj30 j@j j@3 I3q3I R8 aRjjCRNI cj$CICcjCRN Cc IcR ,RNjaRII30 $w j@3 3uCcj3N,3 R8 jsR nUA
s3IICN<. NjCUR0I 033UALNjI3 cnU3aUInL3c. RN3 $3IRs cRnj@3aN 8aC, N0 j@3 Rj@3a nN03a j@3
cRnj@3aN T,C~, )HCj@<RsA#3aj3IIRNC  bCIq3a. SOO4d 7Raj3  KCjaRqC,. lzzSd bCLLRNc 3j IY.
lzzO*Y
 cRL3s@j 0C{3a3Nj. $nj a3Ij30 a<nL3Nj ,RNN3,jc j@3 aRjjCRNI cj$CICjw R8 j@3 2aj@ jR Cjc
NRNA@w0aRcjjC, ~<na3Y ;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO* 03LRNcjaj30 j@j j@3 Ua3c3Nj NRNA@w0aRcjjC,
~<na3 R8 j@3 2aj@ Cc jaCuCI. N0 j@3 0C{3a3N,3 $3js33N j@3 LuCLnL VURIaW N0 CNj3aL30Cj3
V3\njRaCIW LRL3Njc R8 CN3ajC Cc UUaRuCLj3Iw j@3 cL3 c j@3 0C{3a3N,3 $3js33N j@3 CNj3aA
L30Cj3 N0 LCNCLnL V3\njRaCIW LRL3Njc R8 CN3ajCY i@j Cc. ,RNq3,jCq3 Rs CN j@3 2aj@ȕc
LNjI3. ,RLUaCc30 R8 j@3 NjCUR0I cnU3aUInL3c N0 j@3 aCN< R8 cn$0n,jCRN j j@3 La<CNc R8 j@3
T,C~,. Cc ,naa3NjIw 0aCqCN< N 3u,3cc Va3IjCq3 jR @w0aRcjjC,W 3IICUjC,Cjw IRN< $Rj@ UaCN,CUI 3\nA
jRaCI u3c R8 VNRNA@w0aRcjjC,W CN3ajCY `3<a0I3cc R8 j@3 a3IjCq3 ,RNjaC$njCRNc 8aRL nUs3IICN< Ra
0RsNs3IICN< Rs. C8 j@Cc 3u,3cc 3IICUjC,Cjw @c $33N cj$I3 Rq3a  jCL3c,I3 R8. cw ɇ33. j@3N Cj sCII
@q3 cj$CICc30 j@3 aRjjCRN uCc CN j@3 Ua3c3N,3 R8 ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<c sCj@ cLII3a LUICjn03 N0
::
jCL3c,I3 c@Raj3a j@N ɇ33 );RI0a3C,@  iRRLa3. SOfO*Y BN0330.  cj$I3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw @c $33N
,Cj30 CN c3q3aI cjn0C3c c  URccC$I3 3uUINjCRN 8Ra j@3 Lnj30 iTr cCN,3 j@3 $a3GAnU R8 TN<3
)2qNc. SOO4d x@N< 3j IY. lzSz*Y i@3 jCL3c,I3 Rq3a s@C,@ j@Cc cj$CICcjCRN @c U3acCcj30 Cc 
Ljj3a R8 03$j3. N0 Cj Cc ,I3aIw a3Ij30 jR j@3 cj$CICjw R8 $Rj@ j@3 cnU3aUInL3 N0 cI$ ,RNjaC$nA
jCRNc jR j@3 3\njRaCI 3u,3cc 3IICUjC,Cjw )bj3CN$3a<3a  iRacqCG. lzSz*Y 7Ra 3uLUI3. bj3CN$3a<3a
 iRacqCG )lzSz* N0 `Rn$w 3j IY )lzSz* $Rj@ ccnL3 j@j j@3 cnU3aUInL3 ,RNjaC$njCRN jR j@3 3uA
,3cc 3IICUjC,Cjw N0 aRjjCRNI cj$CICjw @c a3LCN30 ,RNcjNj Rq3a jCL3c,I3c R8 Ra03a Slz Kwa. N0
j@3w ccR,Cj3 UI3RL<N3jC,IIwACN83aa30 iTr Rq3a j@Cc jCL3 cUN sCj@ ,@N<3c CN cI$ cn$0n,A
jCRN aj3 N0 <3RL3jawY
BN j@Cc UU3a s3 a3qCcCj j@3 \n3cjCRN R8 s@w ,RNq3,jCRNACN0n,30 iTr Rq3a j@3 Icj Szz Kwa
@c $33N cR cn$0n30Y BN UajC,nIa. s3 8RIIRs jsR ICN3c R8 3N\nCawY i@3 ~acj Cc a3Ij30 jR j@3 IRN<
sq3I3N<j@ <3RL3jaw R8 LNjI3 Rs cCN,3 j@3 Hj3 +a3j,3RncY bU3,C~,IIw. s3 UaRqC03  $RnN0
RN j@3 cj$CICjw R8 j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw j@j sRnI0 $3 N3,3ccaw jR a3,RN,CI3 j@3 UI3RL<N3jCA
,IIwACN83aa30 iTr Rq3a j@3 Icj Szz Kwa V7C<na3 kYSWY b3,RN0. s3 RnjICN3  URj3NjCI cj$CICcCN<
3{3,j RN j@3 2aj@ȕc aRjjCRN j@j Cc NRj CN,RaURaj30 CNjR 3Cj@3a j@3 cjN0a0 j@3Raw. NRa  NnL$3a
R8 3uj3NcCRNc jR j@Cc j@3Raw )`C,a0 3j IY. SOOkd bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. lzzld icC  bj3q3NcRN.
lzze*Y BN UajC,nIa. j@3c3 j@3RaC3c 0R NRj CN,In03 j@3 CLU,j RN iTr R8  ICj@RcU@3a3 j@j a3jCNc
NRNAy3aR 3IcjC, cja3N<j@ Rq3a IRN< jCL3c,I3cY rRaG CN UIN3jaw aRjjCRN @c 03LRNcjaj30 j@j N
3IcjC, ICj@RcU@3a3 @c  cC<NC~,Nj cj$CICcCN< CLU,j RN j@3 IRN<Aj3aL aRjjCRNI cj$CICjw R8  j3aA
a3cjaCI UIN3j )rCII3LNN. SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzfd /a0C,@ 3j IY. lzz4* $3,nc3 Nw iTr
sRnI0 CN0n,3 N 3IcjC, a3cjRaCN< 8Ra,3 RN j@3 URI3Y i@Cc cj$CICcjCRN Cc GNRsN c j@3 a3LNNj
$nI<3 )rCII3LNN. SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzf*Y BN N UUIC,jCRN jR j@3 2aj@. CN ,RNjacj jR
cCN<I3AUIj3 UIN3jc cn,@ c Kac )/a0C,@ 3j IY. lzz4*. j@3 CLURajN,3 R8 j@3 a3LNNj $nI<3 cjA
$CICcjCRN Lw $3 0CLCNCc@30. U3a@Uc cC<NC~,NjIw. $w j@3 3uCcj3N,3 R8 $a3Gc CN j@3 ICj@RcU@3a3d
@Rs3q3a. j@3a3 Cc LUI3 <3RIR<C,I 3qC03N,3 j@j j@3 2aj@ȕc ICj@RcU@3a3 a3jCNc 3IcjC, cja3N<j@
Rq3a a3IjCq3Iw IRN< jCL3c,I3c )rjjc. lzzS*Y BN Nw 3q3Nj. s3 3uUIRa3 j@3 3uj3Nj jR s@C,@  a3LA
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NNj $nI<3 Lw @q3 ,RNjaC$nj30 jR j@3 R$c3aq30 aRjjCRNI cj$CICjw cCN,3 j@3 +a3j,3RncY
r3 a3jnaN jR j@3c3 qaCRnc URCNjc $3IRs. s@3a3 s3 cnLLaCc3 N0 UUIw j@3 jCL3A03U3N03Nj
VCY3Y. NRNA3\nCIC$aCnLW N0 ICN3aCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw 03aCq30 $w +@N 3j IY )lzSS* j@j
CN,RaURaj3c cj$CICcjCRN 0n3 jR qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3. 3u,3cc 3IICUjC,Cjw N0
j@3 a3LNNj $nI<3Y r3 $3<CN. CN j@3 N3uj c3,jCRN. sCj@  cnLLaw R8 j@3 $cC, U@wcC,c R8 IRN<A
j3aL aRjjCRN. c 0Cc,ncc30 $w ;RI0 )SO99*. N0 j@3N 3uj3N0 j@Cc U@wcC,c jR CN,In03 j@3c3 00CjCRNI
cRna,3c R8 cj$CICcjCRNY
kYl #ΞΫϡόЁϱЛϩβ
kYlYS iϑζ TϑЭЅϔΫЅ ϱυ HϱϩόAiζЁϨ 2ΞЁАϑ `ϱАΞАϔϱϩ
i@3 cjN0a0 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw );RI0. SO99* 03c,aC$30 CN Ƚ kYS Cc cnLLaCc30. c,@3LjA
C,IIw. CN 7C<na3 kYlY +RNcC03a N CNCjCIIw nNIR030. aRjjCN< 2aj@ sCj@  @w0aRcjjC, 8RaL. CY3Y.
 8RaL CN s@C,@ II IRN<Aj3aL cRna,3c R8 Lj3aCI cja3N<j@ sCj@CN j@3 ,ancj N0 LNjI3 Lj3aCI
@q3 8nIIw a3Iu30 c nC0c jR j@3 CLURc30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI V7C<na3 kYlSWY M3uj.  URcCjCq3
IR0 Cc UI,30 RN Ra CNcC03 j@Cc LR03I 2aj@ ġ j@3 CNj3aNI IR0 LC<@j a3Ua3c3Nj. 8Ra 3uLUI3. j@3
jRjI 03NcCjw @3j3aR<3N3Cjw 0n3 jR LNjI3 ,RNq3,jCRNY i@3 IR0 sCII $3 UnII30 jRsa0c j@3 3\nA
jRa CN CN3ajCI cU,3. Ra. 8aRL j@3 U3acU3,jCq3 R8 N 2aj@A$RnN0 R$c3aq3a. j@3 URI3 sCII LRq3 sw
8aRL j@3 IR0 V7C<na3 kYllWY i@Cc a3RaC3NjjCRN R8 j@3 uCc sCII L33j a3cCcjN,3 8aRL j@3 aRjA
jCRNI $nI<3. s@C,@ @c $33N ,RNj3LURaN3RncIw Unc@30 R{ Cjc RaC<CNI IR,jCRN RN j@3 3\njRad
@Rs3q3a. ;RI0 )SO99* a<n30 j@j j@Cc a3cCcjN,3 Cc jaNcC3Nj. cCN,3 j@3 $nI<3 sCII 3q3NjnIIw qCcA
,RncIw a30Encj jR IC<N RN,3 LRa3 sCj@ j@3 3\njRa V7C<na3 kYlkWY QN,3 Cj 0R3c cR. j@Cc c3\n3N,3
a3U3jc N0 j@3 iTr sCII ,RNjCNn3 CN CN,a3L3NjI cj3Uc nNjCI j@3 IR0 ~NIIw a3,@3c j@3 3\njRa
V7C<na3 kYl:WY c 0Cc,ncc30 $Rq3. j@3 aRjjCRN uCc nIjCLj3Iw a3LCNc IC<N30 sCj@ j@3 UaCNA
,CUI uCc R8 LuCLnL CN3ajC ccR,Cj30 sCj@ j@3 ,RNq3,jCq3 VCY3Y. NRNA@w0aRcjjC,W 8Ra,CN<Y r3
NRj3. RN,3 LRa3. j@j j@3 cjN0a0 3\nCIC$aCnL j@3Raw RNIw cU3,C~3c j@3 nIjCLj3 IR,jCRN R8 j@3
:f
A1
B1
A2
B2
A3
B3
A4
B4
)LJXUH  6FKHPDWLF LOOXVWUDWLQJ SK\VLFDO PRGHOV RI FRQYHFWLRQLQGXFHG 73: ,Q WKLV ÀJXUH WKH JUHHQ GRW LV D
SRVLWLYH FRQYHFWLRQLQGXFHG ORDG WKH UHG VZLUOV UHSUHVHQW ORQJ ZDYHOHQJWK PDQWOH ÁRZ WKDW VXSSRUWV DQ H[FHVV
HOOLSWLFLW\ DQG WKH EOXH VKHOO LV DQ HODVWLF OLWKRVSKHUH 7KH LQGLYLGXDO ÀJXUHV DUH GUDZQ LQ WKH IUDPH RI UHIHUHQFH
RI WKH ORDG 7KH YHUWLFDO GDVKHG OLQH ZLWK DUURZ LV WKH LQLWLDO SRVLWLRQ RI WKH URWDWLRQ D[LV ZKLOH WKH VROLG OLQH ZLWK
DUURZ LV WKH URWDWLRQ D[LV DW WKH WLPH VDPSOHG E\ WKH DVVRFLDWHG IUDPH $Q\ DFWLYH SRODU PRWLRQ LV GHQRWHG E\ D
VPDOO DUURZ DERYH WKH URWDWLRQ D[LV :LWKLQ WKH LQWHULRU RI WKH SODQHW WKH GDVKHG OLQH LV WKH D[LV RI WKH URWDWLRQDO
EXOJH ZKLOH WKH GRWWHG OLQH LV WKH HTXDWRU LH ◦ IURP WKH FRQWHPSRUDQHRXV URWDWLRQ D[LV 5RZ $ ² WKH SK\VLFV
XQGHUO\LQJ WKH VWDQGDUG URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRU\ RI *ROG >@ DQG LQ WKLV FDVH $ UHSUHVHQWV WKH HTXLOLEULXP
SRVLWLRQ SUHGLFWHG E\ WKLV WKHRU\ 5RZ % ² WKH SK\VLFV XQGHUO\LQJ WKH UHYLVHG URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRU\ GHVFULEHG
LQ WKLV VWXG\ LQFOXGLQJ VWDELOLVDWLRQ DVVRFLDWHG ZLWK ERWK WKH UHPQDQW EXOJH HODVWLF OLWKRVSKHUH DQG H[FHVV HOOLS
WLFLW\
aRjjCRN uCc V7C<na3 kYl:W. NRj j@3 jCL3c,I3 Rq3a s@C,@ j@3 iTr jG3c UI,3Y c 0Cc,ncc30 CN
Ƚ kYS.  NnL$3a R8 cjn0C3c @q3 3uj3N030 j@3 cjN0a0 j@3Raw jR ,,RnNj 8Ra j@3 jCL3A03U3N03Nj a3A
IujCRN N0 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 aRjjCRNI $nI<3 )`C,a0 3j IY. SOOkd bj3CN$3a<3a 
Qȕ+RNN3II. lzzld icC  bj3q3NcRN. lzzed +@N 3j IY. lzSS*Y
M3uj. s3 ,RNcC03a j@3 URj3NjCI cj$CICcjCRN R8 j@3 URI3 ccR,Cj30 sCj@ N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw
N0gRa  a3LNNj $nI<3Y c 0Cc,ncc30 $Rq3. j@3 R$c3aq30 jj3NCN< R8 j@3 2aj@ @c N 3u,3cc.
NRNA@w0aRcjjC, 3IICUjC,Cjw 0n3 jR Ia<3 c,I3 LNjI3 Rs ccR,Cj30 sCj@ j@3 T,C~, aCN< R8 cn$A
0n,jCRN N0 jsR 033U LNjI3 cnU3aUInL3c $3IRs cRnj@3aN 8aC, N0 j@3 T,C~,Y i@Cc 3u,3cc 3IA
ICUjC,Cjw Cc ∼ ϹX R8 j@3 @w0aRcjjC, qIn3 )MGC$R<In. SO4ld +@L$j 3j IY. lzSz*Y BN  <3N3aI
ja3jL3Nj R8 ,RNq3,jCRNACN0n,30 iTr. j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw sRnI0 $3 ,RNcC03a30 Uaj R8 j@3 ,RNA
:e
q3,jCq3Iw 3qRIqCN<. NRNA@w0aRcjjC, 8RaL R8 j@3 2aj@Y ?Rs3q3a. C8 j@3 Ia<3 c,I3 Rs @c $33N
cj$I3 8Ra cRL3 <3RIR<C,IIw cC<NC~,Nj U3aCR0 V03NRj30 $w ɇ33 CN Ƚ kYSW. j@3N j@3 3u,3cc 3IICUjC,A
Cjw 3{3,jCq3Iw c3aq3c c  cC<NC~,Nj cj$CICcCN< 3{3,j RN iTr 0aCq3N $w Nw cLII3a LUICjn03.
c@Raj3a jCL3c,I3 ,RNq3,jCq3 RsY BN j@3 j3aLCNRIR<w R8 ;RI0 )SO99*. j@3 cj$I3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw
sRnI0 UaRqC03  L3LRaw R8 j@3 aRjjCRNI cjj3 R8 j@3 2aj@ j@j sCII U3acCcj Rq3a j@3 jCL3c,I3 ɇ33Y
+RNq3,jCRN cCLnIjCRNc cn<<3cj j@j ɇ33 ∼ Ϲее Kwa )x@N< 3j IY. lzSz*. s@CI3 cjn0C3c R8 qaCRnc
<3RIR<C,I N0 <3RU@wcC,I 0j c3jc @q3 a<n30 8Ra  jCL3c,I3 CN 3u,3cc R8 9zz Kwa )/yC3sRNcGC
 N03acRN. SO4Sd iRacqCG 3j IY. lzSz*Y BN  cCLCIa q3CN. j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN ccRA
,Cj30 sCj@ j@3 Ua3c3N,3 R8 IRN<Aj3aL cja3N<j@ CN j@3 ICj@RcU@3a3 IcR UaRqC03c  L3LRaw R8 j@3
RaC<CNI aRjjCRNI cjj3Y BN Ua,jCc3. j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN sCII $3 ,jCq3 c IRN< c j@3
ICj@RcU@3a3 0R3c NRj qCc,RncIw a3Iu.  jCL3c,I3 s3 I$3I c ɇa$Y
i@3 ,RL$CN30 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3 N0 3u,3cc 3IICUjC,Cjw Cc CIIncA
jaj30. c,@3LjC,IIw. CN 7C<na3 kYl#Y +RNcC03a N 2aj@ LR03I sCj@ N nNcja3cc30 3IcjC, ICj@RA
cU@3a3 N0  $,G<aRnN0 8RaL j@j. CN ,RNc3\n3N,3 R8 LNjI3 Rs. @c cIC<@jIw <a3j3a jj3NCN<
j@N j@3 @w0aRcjjC, 8RaL ccR,Cj30 sCj@ Cjc aRjjCRN aj3 V7C<na3 kYl#Sd NRj3 j@3 3u,3cc jj3NA
CN< R8 7C<na3 kYl#S a3IjCq3 jR lSWY B8 j@Cc LR03I Cc cn$E3,j jR  IR0. j@3 URI3 sCII. c CN j@3
;RI0 )SO99* c,3NaCR. LRq3 sw 8aRL j@3 IR0 N0 j@3 $nI<3 sCII CNCjCIIw a3cCcj j@Cc iTr V7C<A
na3 kYl#lWY c $38Ra3. j@3 Ijj3a a3cCcjN,3 sCII s3G3N c j@3 aRjjCRNI $nI<3 0Encjc jR j@3 N3s
RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCcY ?Rs3q3a. nNICG3 j@3 c,3NaCR CN ;RI0 )SO99*. j@3 0EncjL3Nj R8 j@3
$nI<3 sCII NRj $3 U3a83,j. CY3Y. j@3 0EncjL3Nj sCII NRj $aCN< j@3 $nI<3 $,G RNjR j@3 3\njRa V7C<A
na3 kYl#kW Rq3a jCL3c,I3c I3cc j@N j@3 Ia<3a R8 ɇ33 N0 ɇa$. 3Cj@3a $3,nc3 R8 j@3 cj$I3 3u,3cc
3IICUjC,Cjw N0gRa $3,nc3 Nw iTr sCII $3 a3cCcj30 $w 3IcjC, cja3cc3c CN j@3 VCNCjCIIw nNcja3cc30W
ICj@RcU@3a3 VCY3Y. j@3 a3LNNj $nI<3WY i@3 iTr sCII ,RNjCNn3 CN CN,a3L3NjI cj3Uc nNjCI  $IN,3 Cc
,@C3q30 $3js33N j@3 8Ra,3 UnIICN< j@3 IR0 jRsa0c j@3 3\njRa N0 j@3 ,RL$CN30 cj$CICcCN< 3{3,j
R8 j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw N0 a3cCcjCN< 3IcjC, 8Ra,3c ccR,Cj30 sCj@ j@3 ICj@RcU@3aC, 038RaLjCRN
V7C<na3 kYl#:WY
:4
Qna <RI Cc jR \nNjC8w j@3 URj3NjCI cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3c3 jsR 3{3,jc CN j@3 ,RNj3uj
R8 iTr cUNNCN< j@3 Icj Szz Kwa R8 2aj@ @CcjRawY r3 $3<CN $w cnLLaCcCN<  a3qCc30 j@3Raw
j@j CN,RaURaj3c $Rj@ 3{3,jc sCj@CN  jCL3A03U3N03Nj 8RaLnIjCRN 8Ra Ua30C,jCN< IRN<Aj3aL iTrY
kYlYl  HϔϩζΞЁϔЅζβ iϑζϱЁЭ ϱυ HϱϩόAiζЁϨ 2ΞЁАϑ `ϱАΞАϔϱϩ
BN j@Cc c3,jCRN s3 cnLLaCc3  a3,3Nj. ICN3aCc30 ja3jL3Nj R8 ,RNq3,jCRNACN0n,30 iTr qIC0 8Ra
cU@3aC,IIw cwLL3jaC,. Kus3II qCc,R3IcjC, 2aj@ LR03Ic )+@N 3j IY. lzSS*Y Qna ja3jL3Nj R8
j@3 3\njCRNc <Rq3aNCN< ,RNc3aqjCRN R8 N<nIa LRL3NjnL Cc qIC0 8Ra cLII LRjCRNc R8 j@3 URI3
Vc33 +@N 3j IY )lzSS* 8Ra  03jCI30 NIwcCc R8 j@3 aN<3 R8 ICN3aCjw. s@C,@ ,N 3uj3N0 8Ra j3Nc
R8 03<a33cW. N0 Cj Cc $c30 RN a3,3Nj a3cnIjc CN C,3 <3 aRjjCRN j@3Raw )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*Y BN
j@Cc a3<a0. s3 3uj3N0 Rna 3aIC3a 03aCqjCRN jR ,RNcC03a U3ajna$jCRNc CN j@3 CN3ajC j3NcRa cnU3aA
CLURc30 RN  jaCuCI 2aj@. N0 s3 a3 <nC030 CN j@Cc 3{Raj $w N NIR<Rnc 3uj3NcCRN j@j @c
UU3a30 CN j@3 C,3 <3 ICj3ajna3 )KjcnwL 3j IY. lzSz*Y
r3 $3<CN $w ccnLCN< j@j CN Cjc nNU3ajna$30 cjj3 j@3 qCc,R3IcjC, 2aj@ LR03I @c  URIa
LRL3Nj R8 CN3ajC. +. N0 3\njRaCI LRL3Njc R8 CN3ajC.  N0 #. j@j a3 3\nI N0 03NRj30
$w  VCY3Y. j@3 $,G<aRnN0 ~<na3 Cc $CuCIW. s@3a3 + > Y BN j@Cc cL3 cjj3. j@3 N<nIa q3A
IR,Cjw q3,jRa Cc <Cq3N $w Ǭ = (е, е, Ǭ). s@3a3 j@3 ~acj. c3,RN0 N0 j@Ca0 ,RLURN3Njc R8 j@3
q3,jRa a3 CN j@3 0Ca3,jCRN R8 j@3 LCNCLnL. CNj3aL30Cj3 N0 LuCLnL u3c R8 CN3ajC V8Ra  $CA
uCI 2aj@. j@3 ~acj jsR a3 Nw Raj@R<RNI 3\njRaCI 0Ca3,jCRNcW. a3cU3,jCq3IwY r3 sCII 03NRj3
,RNq3,jCRNACN0n,30 U3ajna$jCRNc jR j@3 CN3ajC j3NcRa $w BCE N0 j@3 U3ajna$30 N<nIa q3IR,Cjw q3,A
jRa $w sC(j) = Ǭ[ñCД + LC(j)]Y i@3 ICN3aCc30 j@3Raw a3\nCa3c j@j II j@3 BCE a3 cLII3a j@N j@3
UaCN,CUI LRL3Njc  N0 +. N0 j@j j@3 LC ≪ ϹY
i@3 ICN3aCc30 j@3Raw IcR a3\nCa3c  L3j@R0RIR<w 8Ra ,RLUnjCN< U3ajna$jCRNc CN j@3 CN3ajC
j3NcRa ccR,Cj30 sCj@ ,@N<3c CN j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI j@j aCc3 8aRL iTrY i@Cc U3ajna$jCRN
Lw $3 3uUa3cc30 CN j3aLc R8 j@3 qCc,R3IcjC, jC0I G HRq3 NnL$3a j cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33
:O
jsR )KjcnwL 3j IY. lzzf*Y BN j@3 jCL3 0RLCN. j@Cc HRq3 NnL$3a Lw $3 saCjj3N c )T3IjC3a.
SOe:d rn. SOe4*
GiИ(Hi, ƺ, j) = Gi,2И ñ(j) +
D∑
E=Ϲ
aE3−cEj. VkYSW
7Ra j@3 UnaURc3 R8 j@Cc cnLLaw. s3 @q3 L03 j@3 03U3N03N,3 R8 j@3 HRq3 NnL$3a RN $Rj@ j@3
j@C,GN3cc R8 Nw 3IcjC, ,RLURN3Nj R8 j@3 ICj@RcU@3a3 VHiW N0 j@3 a0CI UaR~I3 R8 LNjI3 qCcA
,RcCjw VƺW 3uUIC,CjY Bj sCII $3 nc38nI jR IcR 3uUa3cc j@3 HRq3 NnL$3a CN j@3 HUI,3 jaNc8RaL VcW
0RLCN-
GiИ(Hi, ƺ, c) = Gi,2И +
D∑
E=Ϲ
aE
c+ cE
. VkYlW
mcCN< j@3 Ijj3a. j@3 cRA,II30 nC0 HRq3 NnL$3a R8 j@3 2aj@ LR03I Lw $3 R$jCN30 $w jGCN< j@3
ICLCj c→ е CN 3\njCRN VkYlW
GiИ(Hi, c = е) = Gi,2И +
D∑
E=Ϲ
aE
cE
. VkYkW
MRj3 j@j j@3 nC0 HRq3 NnL$3a 0R3c NRj 03U3N0 RN j@3 a0CI qCc,RcCjw UaR~I3. $nj sCII $3  8nN,A
jCRN R8 j@3 j@C,GN3cc R8 j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3Y
mcCN< 3\njCRN VkYSW. j@3 cRInjCRN R8 j@3 ICN3aCc30 ,RNc3aqjCRN 3\njCRN Vj@3 cRA,II30 HCRnA
qCII3 2\njCRNW ,N. CN j@3 jCL3A0RLCN. $3 saCjj3N c )+@N 3j IY. lzSS*
L(j) = B(j)+−  +
GiИ(Hi, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е) + GN@
∗L(j), VkY:W
s@3a3 B(j) = BϹД(j) + CBИД(j). N0 L(j) = LϹ(j) + CLИ(j)Y BN j@3 HUI,3 jaNc8RaLA0RLCN. j@Cc
3\njCRN Cc
L(c) = B(c)+−  ·
Ϲ
Ϲ− GiИ(Hi,ƺ,c)GiИ(Hi=е,c=е)+GN@
. VkY9W
BN j@3c3 jsR 3\njCRNc. GiИ(Hi = е, c = е) Cc j@3 nC0 HRq3 NnL$3a R8 j@3 cL3 2aj@ LR03I nc30
9z
jR ,RLUnj3 GiИ(Hi, ƺ, j) Ra GiИ(Hi, ƺ, c) sCj@ j@3 3u,3UjCRN j@j j@3 qCc,RcCjw R8 j@3 ICj@RcU@3a3 Cc
jG3N c ~NCj3Y BN j@Cc Hi = е ,c3. j@3 c = е ICLCj CN 3\njCRN VkYkW a3Ua3c3Njc j@3 3\nCIC$aCnL @wA
0aRcjjC, VCY3Y. nC0W 8RaL R8 j@3 aRjjCN< 2aj@ LR03I c Cj sRnI0 $3 Ua30C,j30 ncCN< HRq3 NnL$3a
j@3RawY 7naj@3aLRa3. GN@ a3Ua3c3Njc Nw cj$I3 VRq3a j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 ,RNq3,jCq3 IR0CN< $3CN<
,RNcC03a30W NRNA@w0aRcjjC, V3u,3ccW 3IICUjC,Cjw CN j@3 2aj@ȕc ~<na3Y i@nc. GiИ(Hi = е, c = е)+ GN@
a3Ua3c3Njc j@3 $,G<aRnN0 3IICUjC,I 8RaL nURN s@C,@ j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNc 0n3 jR LNjI3
,RNq3,jCRN a3 cnU3aCLURc30Y
i@3 3uj3NcCRN R8 j@3c3 3\njCRNc jR j@3 ,c3 R8  jaCuCI $,G<aRnN0 8RaL Cc cjaC<@j8Rasa0
)KjcnwL 3j IY. lzSz* N0 Cc <Cq3N $w
LϹ(j) = BϹД(j)+−  +
GiИ(Hi, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е) + GN@Ϲ
∗ LϹ(j)
LИ(j) = BИД(j)+− # +
GiИ(Hi, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е) + GN@И
∗ LИ(j)
. VkYfW
N0
LϹ(c) = BϹД(c)+−  ·
Ϲ
Ϲ− GiИ(Hi,ƺ,c)GiИ(Hi=е,c=е)+GN@Ϲ
LИ(c) = BИД(c)+− # ·
Ϲ
Ϲ− GiИ(Hi,ƺ,c)GiИ(Hi=е,c=е)+GN@И
Y VkYeW
BN j@3c3 3\njCRNc. j@3 j3aLc GN@Ϲ N0 GN@И a3 j@3 NRNA@w0aRcjjC, ,RLURN3Njc R8 j@3 2aj@ȕc ~<A
na3 CN j@3 0Ca3,jCRN R8 j@3 LCNCLnL N0 CNj3aL30Cj3 u3c R8 CN3ajC. a3cU3,jCq3IwY i@3 Ua3c3NjA0w
RaC3NjjCRN R8 j@3c3 u3c Cc c@RsN CN 7C<na3 kYSd NRj3 j@j j@3 LCNCLnL LRL3Nj R8 CN3ajC Cc UA
UaRuCLj3Iw Ϲφ◦ s3cj R8 ;a33NsC,@ IRN<Cjn03Y +RLUaCcRN R8 j@3 R$c3aq30 ~<na3 R8 j@3 2aj@ sCj@
j@3 @w0aRcjjC, 8RaL ,RLUnj30 ncCN<  c3,RN0ARa03a ,,naj3 @w0aRcjjC, j@3Raw )+@L$j 3j IY.
lzSz* wC3I0c GN@Ϲ = е.еϹИϭ N0 GN@И = е.ееЍφY
MRj3 j@j CN Rna ICN3aCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw. U3ajna$jCRNc jR j@3 URI3 URcCjCRN a3 ICNA
3aIw a3Ij30 jR j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNY i@nc. C8 RN3 0Rn$I30 j@3 Ijj3a. j@3 q3,jRaL sRnI0
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IcR $3 0Rn$I30Y
r3 sCII ,RNcC03a jsR cU3,CI ,c3c R8 j@3c3 3\njCRNcY BN j@3 ~acj. s3 CcRIj3 j@3 cj$CICcCN< CNA
n3N,3 R8 3u,3cc 3IICUjC,Cjw $w 0RUjCN< 2aj@ LR03Ic s@C,@ 0R NRj @q3  Una3Iw 3IcjC, VCN~NCj3
qCc,RcCjwW ICj@RcU@3a3Y i@nc. j@3 HRq3 NnL$3ac GiИ(Hi, ƺ, j) N0 GiИ(Hi, ƺ, c) $3,RL3 GiИ(Hi =
е, ƺ, j) N0 GiИ(Hi = е, ƺ, c). a3cU3,jCq3IwY r3 NRj3 j@j j@3 ICj@RcU@3aC, qCc,RcCjw s3 0RUj CN j@3c3
,c3c sCII $3 j@3 cL3 c j@3 nN03aIwCN< nUU3a LNjI3Y i@3 c3,RN0 cU3,CI ,c3 CNqRIq3c j@3 CNA
,RaURajCRN R8 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN CN j@3 $c3N,3 R8 3u,3cc 3IICUjC,CjwY BN j@Cc ,c3. s3
a3jnaN jR 3\njCRNc VkY:W N0 VkY9W sCj@ GN@ c3j jR y3aRY
i@3 cjN0a0 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw 03c,aC$30 $w ;RI0 )SO99* ccnL3c j@j j@3 URI3 sCII
a3LCN IC<N30 sCj@ j@3 UaCN,CUI uCc R8 j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN ccR,Cj30 sCj@ LNjI3
,RNq3,jCRNY i@Cc 3\nCIC$aCnL j@3Raw ccnL3c. CLUIC,CjIw. j@j j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 0EncjL3Nj R8
j@3 aRjjCRNI $nI<3 CN 7C<na3 kYl Cc 8cj3a j@N j@3 ,@a,j3aCcjC, jCL3c,I3 R8 LNjI3 RsY r3
,N a3Iu j@Cc ccnLUjCRN N0 CNq3cjC<j3 @Rs j@3 ,jnI jCL3c,I3 R8 $nI<3 0EncjL3Nj ,N cjA
$CICc3 j@3 iTr $w ,RNcC03aCN<  cU3,CI ,c3 R8 3\njCRNc VkY:WY Vi@Cc cU3,CI ,c3 R8 Rna j@3Raw
Cc NIR<Rnc jR 3uj3NcCRNc 8aRL j@3 cjN0a0 j@3Raw ja3j30 $w `C,a0 3j IY )SOOk*. bj3CN$3a<3a 
Qȕ+RNN3II )lzzl* N0 icC  bj3q3NcRN )lzze*YW BN UajC,nIa. s3 c3j GN@ = е CN j@3c3 3\njCRNc.
N0 0RUj N 2aj@ LR03I sCj@ NR Una3Iw 3IcjC, ,RLURN3Nj R8 j@3 ICj@RcU@3a3Y BN j@Cc ,c3. j@3
3\njCRNc <Rq3aNCN< jCL3A03U3N03Nj iTr $3,RL3
L(j) = B(j)+−  +
GiИ(Hi = е, ƺ, j)
GiИ(Hi = е, c = е)
∗L(j) VkY4W
N0
L(c) = B(c)+−  ·
Ϲ
Ϲ− GiИ(Hi=е,ƺ,c)GiИ(Hi=е,c=е)
. VkYOW
MRj3 j@j c c → е CN 3\njCRN VkYOW. j@3 ICN3aCc30 cwcj3L $3,RL3c nNcj$I3 ġ j@Cc CNcj$CICjw
aCc3c $3,nc3 CN j@3 3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 ;RI0 )SO99* j@3 cwcj3L IRc3c II L3LRaw R8 Cjc RaC<CNI
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aRjjCRNI cjj3Y BN j@3 ,c3 R8  cCN<I3 IR0 UUIC30 N0 a3jCN30 8Ra II jCL3. j@3 iTr Ua30C,j30
ncCN< Rna ICN3aCc30 cwcj3L $3,RL3c nN$RnN030d R8 ,Rnac3. CN  NRNAICN3a 3\nCIC$aCnL j@3Raw. j@3
IR0. NR Ljj3a @Rs cLII Cj Cc. sCII $3 RN j@3 3\njRaY
kYk `ζЅЛϣАЅ Ξϩβ /ϔЅΫЛЅЅϔϱϩ
iR \nNjC8w j@3 cjN0a0 N0 a3qCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3RaC3c 03c,aC$30 $Rq3. s3 8RIIRs N UA
UaR,@ 03c,aC$30 CN  c3,RN0 ,NRNC,I ja3jL3Nj R8 2aj@ aRjjCRN );RI0a3C,@  iRRLa3. SOfO*
N0 ,RLUnj3  cwNj@3jC, jCL3 c3aC3c R8 j@3 ,RNq3,jCRNACN0n,30 U3ajna$jCRN CN j@3 CN3ajC j3NcRaY
bU3,C~,IIw. jR cCLnIj3 j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN. s3 0RUj j@3 LR03I R8  aN0RLIw 3qRIqA
CN< UIN3j ,RNcC03a30 $w ;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO*Y r3 <3N3aj3  c3\n3N,3 R8 M = ϹеД aNA
0RL URCNjc RN j@3 cna8,3 R8 j@3 UIN3j N0 s3 ccC<N jR j@3 Nj@ URCNj  Lcc LN(j = е) ,@Rc3N
8aRL  ;nccCN 0CcjaC$njCRN sCj@ y3aR L3N N0 L<NCjn03 KY i@3 <aRsj@ N0 03,w R8 j@3 Lcc
NRLIC3c Cc LR03II30 ccnLCN< j@3 8RIIRsCN< jCL3 03U3N03N,3-
LN(j) = LN(j = е) 3uU
[
−Ȉ
( j
ɇ,RNq
− NϹе
)И]
, VkYSzW
s@3a3 ɇ,RNq Cc j@3 ,@a,j3aCcjC, jCL3c,I3 8Ra ,RNq3,jCRN Vs@C,@ s3 ,@RRc3 c lz KwaWY i@3 ,RNA
cjNjc s3a3 ,@Rc3N cn,@ j@j  0C{3a3Nj c3j R8 Lcc NRLIC3c <aRs 8j3a j@3 ,@a,j3aCcjC, ,RNq3,A
jCRN jCL3 @c 3IUc30. N0 aRn<@Iw Sz Lcc NRLIC3c a3 j I3cj @I8A<aRsN j Nw <Cq3N jCL3Y
7C<na3 kYk c@Rsc j@3 BϹД N0 BИД CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNc 8aRL RN3 a3ICcjCRN R8 j@Cc cCLnIA
jCRNY BN UUIwCN< j@3 3\nCIC$aCnL aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw R8 ;RI0 )SO99*. j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3
aRjjCRN uCc Cc 03j3aLCN30 $w 0C<RNICcCN< j@3 8nII ,RNq3,jCRNACN0n,30 CN3ajC j3NcRa N0. CN j@Cc
,c3. c,ICN< j@3 Lcc NRLIC3c $w N a$Cjaaw ,RNcjNj sCII NRj CLU,j j@3 ,RLUnj30 RaC3NjjCRN
R8 j@3 URI3Y i@3 a3cnIjCN< RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc j 3,@ cj3U CN j@3 NnL3aC,I cCLnIjCRN
Cc c@RsN CN 7C<na3 kYS V$In3 ICN3WY i@3 iTr Uj@ Ua30C,j30 ncCN< j@3 cjN0a0 3\nCIC$aCnL aRjjCRN
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)LJXUH  7LPHGHSHQGHQW LQHUWLD WHQVRU SHUWXUEDWLRQV FRPSXWHG IURP RQH UHDOL]DWLRQ RI UDQGRPO\ HYROYLQJ
PDVV DQRPDOLHV VHH WH[W 'DVKHG OLQH UHSUHVHQWV WKH BϹД FRPSRQHQW RI WKH SHUWXUEDWLRQV DQG WKH GRWWHG OLQH
UHSUHVHQWV BИД
j@3Raw <aRccIw LCc~jc j@3 LUICjn03 R8 j@3 R$c3aq30 URIa sN03a j@aRn<@Rnj j@3 Szz Kwa jCL3
sCN0Rs R8 j@3 cCLnIjCRNY
c  8naj@3a CIIncjajCRN R8 j@Cc LCc~j. $Rj@ 8aL3c R8 7C<na3 kY: c@Rsc j@3 jRjI. IRN<AUj@ 0CcA
UI,3L3Nj R8 j@3 URI3 Rq3a j@3 Icj Szz Kwa ,RLUnj30 8Ra j@3 UI3RL<N3jC,IIwACN83aa30 iTr
Uj@ V$I,G ICN3cW N0 Ua30C,j30 ncCN< j@3 cjN0a0 aRjjCRN j@3Raw V$In3 ICN3cWY r3 NRj3 j@j j@3
CNj3<aj30 0CcUI,3L3Nj j@j ,@a,j3aCc3c j@3 Ijj3a Cc f jCL3c <a3j3a j@N j@3 R$c3aq30 qIn3 R8
∼ Ие◦Y
BN UUIwCN< j@3 a3qCc30 j@3Raw R8 aRjjCRNI cj$CICjw. N0 CN,RaURajCN< j@3 URj3NjCI cj$CICcA
jCRN R8 j@3 URI3 ccR,Cj30 sCj@ 3u,3cc 3IICUjC,Cjw N0  a3LNNj $nI<3. Rna ,I,nIjCRNc sCII 0RUj
 03Uj@A03U3N03Nj LNjI3 qCc,RcCjw UaR~I3 ,@a,j3aCc30 $w ,RNcjNj nUU3a N0 IRs3a LNjI3 qIA
n3c R8 φ × ϹеИе T c N0 ϹеИИ T c. a3cU3,jCq3IwY i@Cc qCc,RcCjw UaR~I3 Cc CN ,,Ra0 sCj@ q3a<3
qIn3c CN83aa30 8Ra 3,@ R8 j@3c3 a3<CRNc RN j@3 $cCc R8  cCLnIjN3Rnc ERCNj CNq3acCRN R8 N 3uA
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)LJXUH  $ 7KH WRWDO DORQJSDWK GLVSODFHPHQW RI WKH 73: FXUYHV VKRZQ LQ )LJXUH  7KH OLQH FRORXUV DUH
DGRSWHG IURP WKDW HDUOLHU ÀJXUH 7KH DGGLWLRQDO GDVKHG JUHHQ OLQH LV DQDORJRXV WR WKH VROLG JUHHQ ZLWK WKH H[FHS
WLRQ WKDW WKH SHDN FRQYHFWLRQLQGXFHG LQHUWLD WHQVRU SHUWXUEDWLRQ LV GRXEOHG WR  RI WKH PHDQ SUHVHQWGD\ H[
FHVV HOOLSWLFLW\ % 7KH VROLG EOXH DQG EODFN OLQH DUH UHSURGXFHG IURP IUDPH $ 7KH IRXU UHG OLQHV DUH SUHGLFWLRQV
RI WKH WRWDO DORQJSDWK GLVSODFHPHQW LQ WKH FDVH ZKHUH WKH UHYLVHG URWDWLRQ WKHRU\ LQFRUSRUDWHV WKH VWDELOLVDWLRQ
DVVRFLDWHG ZLWK WKH UHPQDQW URWDWLRQDO EXOJH HTXDWLRQ  ZLWK GN@ VHW WR ]HUR 7KHVH FDOFXODWLRQV DGRSW D OLWKR
VSKHUH ZLWK HODVWLF WKLFNQHVV Hi RI  NP VROLG  NP GRWWHG  NP GDVKHG DQG  NP GDVKHGGRWWHG
99
j3NcCq3 cnCj3 R8 0j ccR,Cj30 sCj@ <I,CI CcRcjjC, 0EncjL3Nj N0 LNjI3 ,RNq3,jCRN )KCjaRqC,
 7Raj3. lzz:*Y i@3 Ua30C,jCRNc 03c,aC$30 $3IRs. s@C,@ a3 $c30 RN  Ua3c,aC$30 CN3ajC j3NcRa
U3ajna$jCRN. a3 a3IjCq3Iw CNc3NcCjCq3 jR 03jCIc R8 j@Cc UaR~I3Y V?Rs3q3a. C8 s3 qaC30 j@3 qCc,RcCjw
UaR~I3. j@3N j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN c@RnI0 CN 8,j IcR $3 qaC30 cCN,3 j@3 UaL3j3a ɇ,RNq
sCII $3  8nN,jCRN R8 qCc,RcCjwYW
r3 $3<CN sCj@  Ua30C,jCRN R8 jCL3A03U3N03Nj iTr CN j@3 ,c3 s@3a3 cj$CICcjCRN 0n3 jR j@3
3u,3cc 3IICUjC,Cjw Cc CN,In030. $nj j@3 a3LNNj $nI<3 Cc NRjY r3 RN,3 <CN 0RUj j@3 CN3ajC j3NcRa
U3ajna$jCRN CN 7C<na3 kYk. $nj s3 NRs c,I3 j@3c3 qIn3c cR j@j j@3 U3G CN3ajC j3NcRa U3ajna$A
jCRN ,aRcc j@3 Szz Kwa jCL3 sCN0Rs Cc lzX R8 j@3 R$c3aq30 L3N Ua3c3NjA0w 3u,3cc 3IICUjC,Cjw.
Ra $Rnj jsR Uajc CN  j@RncN0 R8 (+ − )Y i@3 Ua30C,j30 iTr Uj@ N0 j@3 jRjI IRN<AUj@
0CcUI,3L3Nj a3 c@RsN CN 7C<na3c kYS V<a33N ICN3W N0 kY: VcRIC0 <a33N ICN3W. a3cU3,jCq3IwY i@3
,RL$CNjCRN R8 j@3 jCL3A03U3N03Nj 0EncjL3Nj R8 j@3 2aj@ N0 j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw Cc ,I3aIw
cn|,C3Nj jR 3u3aj  cC<NC~,Nj cj$CICcjCRN R8 j@3 URI3 URcCjCRNd CN0330. j@3 Ua30C,j30 3u,nacCRN
R8 j@3 URI3. c a33,j30 CN j@3 URI3 Uj@ N0 j@3 jRjI 0CcUI,3L3Nj. Cc f jCL3c cLII3a j@N Ua3A
0C,j30 $w j@3 cjN0a0 3\nCIC$aCnL aRjjCRNI j@3Raw );RI0. SO99* N0 Cc j@nc CN ,,Ra0 sCj@ j@3
R$c3aq30 iTrY VKj,@CN< j@3 0Ca3,jCRN R8 iTr Cc R8 NR CLURajN,3 <Cq3N j@3 cjR,@cjC, Njna3 R8
j@3 0RUj30 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNYW c 0Cc,ncc30 $Rq3. j@3 Ua30C,j30 iTr Cc ICN3aIw a3Ij30
jR j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN. N0 j@3a38Ra3 0Rn$ICN< j@3 CN3ajC U3ajna$jCRN jR :zX R8 j@3
R$c3aq30 3u,3cc 3IICUjC,Cjw 0Rn$I3c j@3 jRjI IRN<AUj@ 0CcUI,3L3Nj V7C<na3 kY:d 0c@30 <a33N
ICN3W N0 I30c jR  LCc~j sCj@ j@3 R$c3aq30 iTrY
M3uj. s3 CNq3cjC<j3 j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@  a3LNNj $nI<3 CN j@3 $c3N,3 R8 Nw 3uA
,3cc 3IICUjC,CjwY BN UajC,nIa. ncCN< j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN CN 7C<na3 kYk Vc,I30 jR lzX R8
j@3 R$c3aq30 L3N 3u,3cc 3IICUjC,CjwW. s3 ,RLUnj3 j@3 CNj3<aj30 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3 8Ra 
cnCj3 R8 2aj@ LR03Ic sCj@ nNC8RaL 3IcjC, ICj@RcU@3a3c R8 j@C,GN3cc aN<CN< 8aRL l9Ģ44 GL Va30
ICN3c. 7C<na3 kY:#WY c j@3 j@C,GN3cc Cc CN,a3c30. j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj
$nI<3 cja3N<j@3Nc. N0 j@3 Ua30C,j30 iTr 03,a3c3cY BN0330. Ua30C,jCRNc $c30 RN N 3IcjC, ICj@RA
9f
cU@3a3 R8 j@C,GN3cc ∼ Ње GL Ra <a3j3a a3 CN ,,Ra0 sCj@ j@3 UI3RL<N3jC,IIw CN83aa30 URIa
LRjCRNY
i@3 ,I,nIjCRNc UIRjj30 CN 7C<na3 kY:# 0RUj  ICj@RcU@3a3 sCj@  <IR$IIw nNC8RaL 3IcjC,
j@C,GN3cc N0 j@Cc ccnLUjCRN aCc3c  aj@3a 8nN0L3NjI \n3cjCRN- s@j Cc j@3 3{3,jCq3 3IcjC,
j@C,GN3cc R8 j@3 2aj@ȕc $aRG3N. <IR$IIw qaC$I3 ICj@RcU@3a3 CN a3cURNc3 jR  ,3NjaC8n<I 8Ra,CN<
sCj@  jCL3c,I3 R8 Szz Kwa] BN j@3 8RIIRsCN< s3 UaRqC03  Ua3ICLCNaw 3cjCLj3 R8 j@Cc 3{3,jCq3
j@C,GN3ccY
BN j@3 $c3N,3 R8 N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw. j@3 IRN<Aj3aL cj$CICjw R8 j@3 uCc R8 aRjjCRN sCII $3 <RqA
3aN30 $w j@3 ajCR GiИ(Hi, ƺ, c)/GiИ(Hi = е, c = е) c c → е V3\njCRN kY9 sCj@ GN@ c3j jR y3aRWd CN
UajC,nIa. j@3 Ia<3a j@3 0Cc,a3UN,w $3js33N j@3 GiИ nC0 HRq3 NnL$3a ,RLUnj30 8Ra  LR03I sCj@
VHi ̸= еW N0 sCj@Rnj VHi = еW  ICj@RcU@3a3. j@3 <a3j3a j@3 cj$CICcjCRNY i@Cc 0Cc,a3UN,w VN0
j@nc j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRNW CN,a3c3c c j@3 3IcjC, ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc Hi CN,a3c3c
)KCjaRqC, 3j IY. lzz9*. a3cnIjCN< CN j@3 ja3N0 R8 j@3 a30 ICN3c CN 7C<na3 kY:#Y QN3 ,N c@Rs )3Y<Y.
KCjaRqC, 3j IY. lzz9* j@j j@3 ICLCj R8 GiИ(Hi, ƺ, c) c c → е Cc j@3 cL3 c j@3 8RIIRsCN< CN~NCj3
jCL3 a3cURNc3-
ICL
c→е
GiИ(Hi, ƺ, c) = ICLj→∞?(j) ∗ G
i
И(Hi, ƺ, j), VkYSSW
s@3a3 ?(j) Cc  ?3qCcC03 cj3U 8nN,jCRN N0 j@3 cj3aCcG 03NRj3c  jCL3 ,RNqRInjCRNY BN Rj@3a
sRa0c. j@3 nC0 HRq3 NnL$3a ,N $3 ,RLUnj30 $w 3Cj@3a ,RNcC03aCN< j@3 c → е ICLCj CN j@3
cA0RLCN V3\njCRN kW Ra. CN j@3 jCL3A0RLCN. $w UUIwCN< N0 a3jCNCN<  cU@3aC,I @aLRNC,
03<a33Al IR0 N0 ,RLUnjCN< j@3 CN~NCj3 jCL3 a3cURNc3 jR j@Cc IR0Y
r3 a3jnaN jR j@3 \n3cjCRN URc30 $Rq3- s@j sRnI0 j@3 3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3cc R8 j@3 ICj@RA
cU@3a3 $3 C8 j@3 nNC8RaL c@3II s3a3 $aRG3N CNjR j3,jRNC, UIj3c] i@j Cc. s@j Cc j@3 UUaRUaCj3
,@RC,3 R8 Hi CN j@3 HRq3 NnL$3a GiИ(Hi, ƺ, j) s@3N ,RNcC03aCN< j@3 a3cURNc3 R8 j@3 2aj@ jR 
8Ra,CN< R8 jCL3c,I3 SzĢSzz Kwa] +a3q3ICN< 3j IY )lzSl. cnUUI3L3Njaw CN8RaLjCRN* ,RNcC0A
3a30 j@Cc Cccn3 CN  c,3NaCR ,@a,j3aCc30 $w  cCN<I3 ,RNjCN3NjI UIj3 CN j@3 TN<3N cnU3a,RNA
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI 73: SDWK EDVHG RQ WKH HTXLOLEULXP URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRU\ RI *ROG >@ EOXH OLQH
ZLWK GRWV DQG DOO UHPDLQLQJ OLQHV EDVHG RQ WKH UHYLVHG URWDWLRQDO WKHRU\ LQ WKH FDVH ZKHUH VWDELOLVDWLRQ RI WKH
URWDWLRQ D[LV DVVRFLDWHG ZLWK WKH (DUWK·V H[FHVV HOOLSWLFLW\ LV LQFOXGHG HTXDWLRQ  ZLWK Hi VHW WR ]HUR LQ WKH
QXPHUDWRU 7KH ODWWHU  OLQHV DUH FRPSXWHG XVLQJ GLIIHUHQW UHDOLVDWLRQV RI WKH VWRFKDVWLFDOO\GHULYHG LQHUWLD WHQ
VRU SHUWXUEDWLRQ GXH WR PDQWOH FRQYHFWLRQ ,Q DOO WKHVH FDVHV WKH SHDN LQHUWLD WHQVRU SHUWXUEDWLRQ LV VFDOHG WR EH
HTXDO WR  RI WKH PHDQ SUHVHQWGD\ H[FHVV HOOLSWLFLW\
jCN3Nj ,RN~<najCRN cnaaRnN030 $w R,3NC, ICj@RcU@3a3 j@j @c NR 3IcjC, cja3N<j@Y i@3Ca a3cnIjc
CN0C,j3 j@j. 8Ra ,RNjCN3NjI ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc3c R8 Szz GL N0 lzz GL. j@3 3\nCqI3Nj Ȕ38A
83,jCq3ȕ <IR$IIw nNC8RaL ICj@RcU@3a3c @q3 3IcjC, j@C,GN3cc3c R8 $Rnj 9 GL N0 Sz GL. a3cU3,A
jCq3IwY i@3c3 j3cjc cn<<3cj j@j j I3cj Uaj R8 j@3 R$c3aq30 cj$CICjw R8 j@3 URI3 URcCjCRN Rq3a j@3
Icj Szz Kwa Lw $3  ,RNc3\n3N,3 R8 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN. Ij@Rn<@  03~NCjCq3 ,RN,InA
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)LJXUH  $V LQ )LJXUH  ZLWK WKH H[FHSWLRQ WKDW DOO OLQHV H[FHSW WKH EOXH ZLWK GRWV DUH EDVHG RQ WKH UHYLVHG
URWDWLRQDO WKHRU\ LQ WKH FDVH ZKHUH VWDELOLVDWLRQ RI WKH URWDWLRQ D[LV DVVRFLDWHG ZLWK D UHPQDQW EXOJH LV LQFOXGHG
HTXDWLRQ  ZLWK Hi = ЍЊ NP LQ WKH QXPHUDWRU DQG GN@ = е
cCRN CN a3<a0 jR j@Cc Cccn3 a3\nCa3c LRa3 03jCI30 LR03IICN< R8 <IR$I ICj@RcU@3aC, cjan,jna3 N0
a@3RIR<wY
r3 @q3 j@nc 8a RNIw ,RNcC03a30 iTr Ua30C,jCRNc $c30 RN  cCN<I3 a3ICcjCRN R8 j@3 cjR,@cA
jC,IIwA03aCq30 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN 0n3 jR LNjI3 ,RNq3,jCRN V7C<na3 kYkWY c  ~NI c3NcCA
jCqCjw j3cj. s3 @q3 a3U3j30 j@3 ,I,nIjCRNc CN 7C<na3 kYS V<a33N ICN3W N0 ,RLUnj30 j@3 iTr Uj@
8Ra  c3j R8 j3N Rj@3a jCL3 c3aC3c R8 j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN. 3,@ sCj@  U3G L<NCjn03 R8
lzX R8 j@3 L3N R$c3aq30 Ua3c3NjA0w 3u,3cc 3IICUjC,CjwY `3cnIjc CN j@3 ,c3 s@3a3 cj$CICcjCRN R8
9O
j@3 aRjjCRN uCc ccR,Cj30 sCj@ 3Cj@3a j@3 2aj@ȕc 3u,3cc 3IICUjC,Cjw V3\njCRN kYf. sCj@ Hi c3j jR
y3aR CN j@3 NnL3ajRaW Ra j@3 a3LNNj $nI<3 V3\njCRN kY:. sCj@ GN@ c3j jR y3aR N0 Hi = ЍЊ GLW
Cc CN,In030. a3 c@RsN CN 7C<na3c kY9 N0 kYf. a3cU3,jCq3IwY i@3c3 ,I,nIjCRNc ,RN~aL j@j j@3
CLURajN,3 R8 j@3 cj$CICcCN< L3,@NCcLc s3 @q3 03c,aC$30 Cc NRj  a3cnIj j@j Cc nNC\n3 jR j@3
U3ajna$jCRN @CcjRaw c@RsN CN 7C<na3 kYkY
i@3 ICLCj30 3uj3Nj R8 iTr Rq3a j@3 Icj Szz Kwa. c CN83aa30 j@aRn<@ NIwc3c R8 UI3RL<A
N3jC, 0j. @c a3Ua3c3Nj30  IRN<AcjN0CN< Cccn3 CN cjn0C3c R8 2aj@ cwcj3L 3qRInjCRNY  NnLA
$3a R8 Ua3qCRnc cjn0C3c @q3 URCNj30 jR  IRN<AICq30 3u,3cc 3IICUjC,Cjw c  URccC$I3 ,nc3 R8 j@3
Lnj30 iTr );RI0a3C,@  iRRLa3. SOfOd 2qNc. SOO4d x@N< 3j IY. lzSz*. N0 j@Cc cj$CICjw R8
j@3 2aj@ȕc ~<na3 Lncj. CN jnaN. a3Ij3 jR j@3 cj$CICjw R8 j@3 IRN<Asq3I3N<j@ ,RLURN3Nj R8 LNA
jI3 ,RNq3,jCRN )`C,@a0c 3j IY. SOOed `Rn$w 3j IY. lzSzd bj3CN$3a<3a  iRacqCG. lzSz*Y r3 @q3
03LRNcjaj30. ncCN<  jCL3A03U3N03Nj iTr j@3Raw CN,RaURajCN< c3q3aI URj3NjCIIw CLURajNj
cRna,3c R8 aRjjCRNI cj$CICjw. j@j j@3 Lnj30 iTr a3\nCa3c  ,RNq3,jCRNACN0n,30 U3ajna$jCRN CN
j@3 2aj@ȕc CN3ajC j3NcRa 3I3L3Njc. BϹД N0 BИД. Rq3a j@3 Icj Szz Kwa j@j Cc I3cc j@N ∼ ИеX R8
j@3 ,naa3Nj 3u,3cc 3IICUjC,Cjwȕc CLU,j RN j@3 CN3ajC j3NcRaY i@Cc nUU3a $RnN0 Lw $3 @C<@3a C8 Nw
URajCRN R8 j@3 2aj@ȕc ICj@RcU@3a3 a3jCNc 3IcjC, cja3N<j@ Rq3a cn,@ IRN< jCL3c,I3cY
fz
iR cG Cc Iswc j@3 03cCa3 jR GNRsY v3j j@3 Ua3c3aqjCRN
R8 cCLUI3 @nLN janj@c a3\nCa3c Lwcj3awY i@3 Lwcj3aC3c R8
@UUCN3cc. 03j@. N0 IRq3Y
FaCc F3qCN V,@a,j3aW
CN bRIaCc )SOel `nccCN ~IL*. ,IRcCN< 0CIR<n3
4
B,3 <3 ian3 TRIa rN03a
/C0 ;I,CIIwABN0n,30 ian3 TRIa rN03a 2N0 j@3 B,3 <3]
iϑζ ЁϱАΞАϔϱϩΞϣ ЅАΞΪϔϣϔАЭ R8  j3aa3cjaCI UIN3jaw $R0w Cc <Rq3aN30 $w Cjc qCc,R3IcjC, a3cURNc3
jR UUIC30 8Ra,CN<c N0 $w Cjc $,G<aRnN0 8RaL Ra jj3NCN<Y i@3 ~acj LR03aN ja3jL3Nj R8 j@3
aRjjCRNI cj$CICjw R8 N C,3A<3 2aj@. CN,In0CN< U3ajna$jCRNc jR j@3 aRjjCRN aj3 VRa I3N<j@ R8
0w. HQ/W N0 RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN q3,jRa a3IjCq3 jR j@3 cna8,3 <3R<aU@w VRa jan3 URIa
sN03a. iTrW. 0j3 jR j@3 UCRN33aCN< sRaG R8 b$0CNC  T3IjC3a )SO4S* N0 rn  T3IjC3a )SO4:*Y
BN $Rj@ cjn0C3c. j@3 a3cURNc3 R8 j@3 2aj@ jR j@3 UUIC30 cna8,3 Lcc VC,3 UInc R,3NW IR0CN< N0
j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI 8Ra,CN< 0aCq3N $w UIN3jaw a3RaC3NjjCRN sc ,RLUnj30 ncCN< qCc,R3IcjC,
HRq3 NnL$3a j@3Raw )T3IjC3a. SOe:*Y rn  T3IjC3a )SO4:* IcR 8RaLnIj30 j@3 aRjjCRNI a3cURNc3
c  NRaLI LR03 UaR$I3L CN s@C,@ j@3 ,RLUI3j3 jCL3 @CcjRaw R8 j@3 3qRIqCN< aRjjCRN q3,jRa sc
3uUa3cc30 c  cnU3aURcCjCRN R8 aRjjCRNI NRaLI LR03c @qCN< 0CcjCN,j LUICjn03c N0 a3IujCRN
jCL3c )c33 IcR KCjaRqC,  KCIN3. SOO4*Y
B,3A<3 iTr Ua30C,j30 ncCN< j@3 $Rq3 cj$CICjw j@3RaC3c Cc ,@a,j3aCc30 $w N Rc,CIIjRaw $,GA
N0A8Raj@ NR00CN< R8 j@3 URI3 URcCjCRN. s@C,@ a33,jc j@3 <I,CjCRNA03<I,CjCRN U@c3c R8 j@3
C,3A<3 ,w,I3c. N0  cIRs 0aC8j R8 j@3 URI3 sw 8aRL Cjc CNCjCI URcCjCRNY i@3 Ijj3a VCY3Y j@3 cIRs
0aC8jW @c jsR ,RNjaC$njCRNcY i@3 ~acj aCc3c 8aRL j@3 aRjjCRNI NRaLI LR03c sCj@ 03,w jCL3c
j@j a3 cn|,C3NjIw IRN< a3IjCq3 jR j@3 jwUC,I C,3A<3 ,w,I3 j@j 3,@ ,w,I3 ,RNjaC$nj3c  cLII
I3q3I R8 0Cc3\nCIC$aCnL N0 URI3 0CcUI,3L3Nj. s@CIcj $3CN< cn|,C3NjIw c@Raj j@j j@3 LR03 Cc NRNA
N3<IC<C$Iw 3u,Cj30 $w IR0CN< ccR,Cj30 sCj@ j@3 C,3A<3 ,w,I3Y BN j@Cc ,c3. 3,@ cn,,3ccCq3 ,w,I3
00c jR j@3 N3j URI3 0CcUI,3L3Nj nNjCI  cj30w cjj3 Cc a3,@30 s@3a3 j@3 ,RNjaC$njCRN 8aRL j@3
Icj ,w,I3 $IN,3c j@3 a3IujCRN 8aRL Ua3qCRnc ,w,I3c )3Y<Y b$0CNC 3j IY. SO4l. SO4kd rn 
T3IjC3a. SO4:d p3aL33ac3N 3j IY. SOOed KCjaRqC, 3j IY. lzzS*Y B8 j@3 cna8,3 Lcc IR0 a3jnaNc jR.
N0 a3LCNc CN Cjc CNCjCI cjj3. j@3N j@Cc ,RNjaC$njCRN jR iTr sCII 03,w jR y3aR sCj@  jCL3c,I3
<Rq3aN30 $w j@3 03,w jCL3c R8 j@3 aRjjCRNI NRaLI LR03cY i@3 c3,RN0 ,RNjaC$njCRN jR j@3 cIRs
0aC8j R8 j@3 URI3 Cc j@3 cRA,II30 ȔnNC0Ca3,jCRNI iTrȕ @C<@IC<@j30. CN UajC,nIa. $w rn  T3IjC3a
)SO4:*Y i@Cc ,RNjaC$njCRN Cc UaRURajCRNI jR j@3 jCL3ACNj3<aj30 U3ajna$jCRN R8 CN3ajC j3NcRa 3I3A
L3Njc N0 Cj Cc U3aLN3Nj CN j@3 c3Nc3 j@j Cj Cc N nNa3,Rq3a$I3 c@C8j CN j@3 URI3 URcCjCRN 3q3N CN
j@3 ,c3 s@3a3 j@3 cna8,3 Lcc IR0CN< a3jnaNc jR Cjc CNCjCI cjj3Y  U@wcC,I 3uUINjCRN 8Ra j@3
3uCcj3N,3 R8 j@Cc j3aL @c a3LCN30 3NC<LjC,Y
i@3 UaR<a3ccCq3Iw CN,a3cCN< 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 aRjjCRN uCc 0naCN< C,3A<3 IR0CN< j@j Cc
Ua30C,j30 CN j@3 8Ra3L3NjCRN30 ja3jL3Njc R8 aRjjCRNI cj$CICjw @c UIw30 N CLURajNj aRI3 CN
cjn0C3c R8 C,3A<3 ,ICLj3Y 7Ra 3uLUI3. b$0CNC 3j IY )SO4l* @q3 a<n30 j@j j@3 Ua30C,j30 0aC8j
R8 j@3 URI3 URcCjCRN V$w Ra03a S◦W Ij3a30 KCINGRqCj,@ 8Ra,CN< $w N LRnNj cn|,C3Nj jR jaNcCjCRN
j@3 2aj@ cwcj3L Rnj R8 j@3 Ua3c3Nj <I,CI 3UR,@Y b$0CNC 3j IY )SO4k* a3CN8Ra,30 j@Cc a<nL3Nj
sCj@ 00CjCRNI ,I,nIjCRNc j@j 03LRNcjaj30 j@j j@3 L<NCjn03 R8 j@3 Ua30C,j30 0aC8j sc c3NA
cCjCq3 jR j@3 ja3jL3Nj R8 LNjI3 U@c3 jaNcCjCRNc CN j@3 C,3A<3 IR0CN< j@3RawY BN UajC,nIa. j@3
033,jCRN R8 j@3c3 $RnN0aC3c CN ja0CjCRNI HRq3 NnL$3a j@3Raw )T3IjC3a. SOe:* Cc a3cURNcC$I3 8Ra
j@3 aRjjCRNI NRaLI LR03c sCj@ q3aw IRN< 03,w jCL3c j@j ,RNjaC$nj3 jR j@3 a3,Rq3a$I3 ,RLURA
fl
N3Nj R8 j@3 cIRs 0aC8j 0Cc,ncc30 $Rq3 )KCjaRqC,  KCIN3. SOO4*Y
BN j@Cc cjn0w s3 a3qCcCj j@3 Cccn3 R8 j@3 C,3A<3ACN0n,30 0aC8j R8 j@3 aRjjCRN uCc N0 Cjc ,RNA
N3,jCRN jR C,3A<3 ,ICLj3Y iR $3<CN. s3 $aC3w a3qC3s j@3 Ȕja0CjCRNIȕ C,3A<3 cj$CICjw j@3Raw R8
rn  T3IjC3a )SO4:* N0  a3qCc30 cj$CICjw j@3Raw j@j CN,RaURaj3c  LRa3 ,,naj3 ja3jL3Nj R8
j@3 $,G<aRnN0 R$Ij3N3cc R8 j@3 2aj@ )KCjaRqC, 3j IY. lzz9d +L$CRjjC 3j IY. lzSzd KCjaRqC,
 r@a. lzSS*Y i@3 Ijj3a ja3jL3Njc s3a3 LRjCqj30. CN Uaj. $w j@3 CLURajNj cjn0w R8 MG0
)lzzl*. s@R c@Rs30 j@j j@3 ja0CjCRNI j@3Raw I30 jR 3NC<LjC, 0C{3a3N,3c CN iTr Ua30C,j30 ncA
CN< N 3IcjC, N0 q3aw @C<@ qCc,RcCjw qCc,R3IcjC, ICj@RcU@3a3cY r3 NRj3 j@j j@3 j3aL a3cURNcC$I3
8Ra nNC0Ca3,jCRNI iTr Cc LCccCN< 8aRL 3uUa3ccCRNc CN KCjaRqC,  r@a )lzSS* N0. ncCN< j@Cc
CNcC<@j. s3 03aCq3  ,RLUI3j3 U@wcC,I LR03I j@j 3uUICNc j@3 3uCcj3N,3 R8 j@Cc j3aL CN j@3 3aIC3a
j@3RawY M3uj. s3 ,RLUa3 Ua30C,jCRNc R8 iTr $c30 RN j@3 RI0 N0 N3s j@3RaC3c 0aCq3N $w C,3A
<3 IR0CN< Rq3a qaCRnc jCL3 sCN0Rsc. CN,In0CN< j@3 U3aCR0 R8 j@3 Icj ∼ S Kwa ,@a,j3aCc30 $w
SzzAGwa C,3A<3 ,w,I3c. j@3 k Kwa cCN,3 j@3 3N0 R8 j@3 LC0ATICR,3N3 ,ICLj3 RUjCLnL. N0 j@3 Icj
l9 KwaY Qna <RI Cc jR a3cc3cc j@3 L<NCjn03 R8 N3j URI3 0CcUI,3L3Nj Rq3a j@3c3 <I,CI 3UR,@c
N0 j@nc j@3 q3a,Cjw R8 Ua3qCRnc ,ICLc j@j j@Cc 0aC8j sc a3cURNcC$I3 8Ra N CLURajNj ,ICLjC,
jaNcCjCRN CN 2aj@ @CcjRawY
:YS iϑζϱЁζАϔΫΞϣ #ΞΫϡόЁϱЛϩβ
/3c,aCUjCRNc R8 C,3A<3 aRjjCRN a3 $c30 RN  ICN3aCcjCRN R8 j@3 3\njCRNc <Rq3aNCN< ,RNc3aqA
jCRN R8 N<nIa LRL3NjnL qIC0 8Ra cLII U3ajna$jCRNc jR j@3 aRjjCRN q3,jRaY B8 s3 ccnL3 j@j
II UaR,3cc3c R,,na RN  jCL3c,I3 Ln,@ IRN<3a j@N j@3 ∼ S:ALRNj@ +@N0I3a sR$$I3 U3aCR0. j@3N
j@3 ICN3aCc30 3\njCRN Vj@3 HCRnqCII3 3\njCRNW CN j@3 HUI,3 iaNc8RaL VCY3Y. cW 0RLCN Cc <Cq3N
$w )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*
L(c) = B
H(c)
+− 
Ϲ+ GHИ(c;Hi)
Ϲ− G
i
И(c;Hi)
G8
. V:YSW
fk
s@3a3 L = (LϹ,LИ) Cc j@3 U3ajna$jCRN jR j@3 CNCjCI aRjjCRN q3,jRa CN j@3 0Ca3,jCRN R8 ;a33NsC,@
N0 Oz◦2. a3cU3,jCq3Iwd BH = (BϹД, BИД) Cc j@3 U3ajna$jCRN jR j@3 CN3ajC j3NcRa 0n3 jR j@3 0Ca3,j
3{3,j R8 j@3 cna8,3 Lcc IR0cd (,,+) a3 j@3 UaCN,CUI LRL3Njc R8 CN3ajC CN j@3 VccnL30
$CuCIW nNU3ajna$30 cjj3d N0 G8 Cc j@3 R$c3aq30 nC0 HRq3 NnL$3a. s@C,@ a3Ua3c3Njc  L3cna3 R8
jj3NCN< R8 j@3 2aj@ȕc ~<na3Y
i@3 UaL3j3ac GHИ N0 GiИ a3 cA0RLCN 8RaLc R8 j@3 qCc,R3IcjC, cna8,3 IR0 N0 jC0I VRa jC0I
3{3,jCq3W G HRq3 NnL$3ac. a3cU3,jCq3Iw. j cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 lY i@3c3 NnL$3ac a3 
8nN,jCRN R8 j@3 qCc,R3IcjC, cjan,jna3 R8 j@3 LR03I 2aj@. Ij@Rn<@ s3 RNIw LG3 3uUIC,Cj j@3Ca 03A
U3N03N,3 RN j@3 j@C,GN3cc R8 Nw 3IcjC, URajCRN R8 j@3 ICj@RcU@3a3 VHiWY i@3c3 NnL$3ac ,N $3
3uUa3cc30 c )T3IjC3a. SOefd rn  T3IjC3a. SO4:*
GHИ(c;Hi) = GH,2И +
F∑
G=Ϲ
a′G
c+ cG
V:YlW
= GHИ(c = е;Hi)− c
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
c+ cG
V:YkW
= [−Ϲ+ Ic(Hi)]− c
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
c+ cG
. V:Y:W
N0
GiИ(c;Hi) = Gi,2И +
F∑
G=Ϲ
a′′G
c+ cG
V:Y9W
= GiИ(c = е;Hi)− c
F∑
G=Ϲ
a′′G
cG
c+ cG
. V:YfW
s@3a3 a′G N0 a′′G a3 LUICjn03c R8 j@3 NRaLI LR03c R8 j@3 qCc,R3IcjC, cna8,3 IR0 N0 jC0I a3A
cURNc3. a3cU3,jCq3Iw. N0 cG a3 j@3Ca ,Raa3cURN0CN< CNq3ac3 03,w jCL3cY MRj3 j@j j@3 j3aL 03U3NA
03Nj RN Hi. Ic ≡ Ϲ + GHИ(c = е;Hi). Cc z s@3N Hi = еd j@Cc j3aL sCII $3 CLURajNj Ij3a CN j@Cc
NIwcCcY
f:
i@3 aRjjCRNI cj$CICjw R8  aRjjCN< UIN3j Cc <Rq3aN30 $w jsR ,RLU3jCN< 8Ra,3cY i@3 ~acj Cc j@3
IR0CN<. s@C,@ j3N0c jR 0aCq3 iTrY i@3 c3,RN0 Cc j@3 03Iw30 qCc,R3IcjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 3\nA
jRaCI $nI<3. s@C,@ j3N0c jR CN@C$Cj iTrY i@3 NnL3ajRa CN 3\njCRN V:YSW a3Ua3c3Njc j@3 3{3,jCq3
8Ra,CN< 8aRL j@3 cna8,3 Lcc IR0. cCN,3 Cj jG3c CNjR ,,RnNj j@3 qCc,R3IcjC, ,RLU3NcjCRN R8 j@3
IR0 VqC j@3 GHИ HRq3 NnL$3aWY i@3 <a3j3a j@3 03Uajna3 8aRL y3aR R8 j@Cc j3aL. j@3 <a3j3a j@3
IR0ACN0n,30 8Ra,CN< R8 iTrY BN ,RNjacj. j@3 03NRLCNjRa a3Ua3c3Njc j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30
sCj@ j@3 03Iw30 VN0. c s3 sCII c33. CN,RLUI3j3W 0EncjL3Nj R8 j@3 3\njRaCI $nI<3 CN a3cURNc3 jR
iTrY i@3 <a3j3a j@3 03Uajna3 8aRL y3aR R8 j@Cc j3aL. j@3 <a3j3a j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@
j@3 $nI<3 )KCjaRqC, 3j IY. lzz9d +L$CRjjC 3j IY. lzSzd KCjaRqC,  r@a. lzSS*Y
:YSYS rЛ  TζϣАϔζЁ )SO4:* υϱЁϨЛϣΞАϔϱϩ
BN j@3 ja0CjCRNI UUaR,@ jR C,3A<3 iTr. j@3 R$c3aq30 nC0 HRq3 NnL$3a R8 j@3 2aj@ Cc UUaRuA
CLj30 c G8 ≃ GiИ(c = е;Hi) )rn  T3IjC3a. SO4:*Y T@wcC,IIw. j@Cc UUaRuCLjCRN Cc 3\nCqI3Nj jR
ccnLCN< j@j j@3 UIN3jȕc R$Ij3N3cc Cc C03NjC,I jR j@3 8RaL j@j sRnI0 $3 3cj$ICc@30 $w cUCNNCN<
nU. jR j@3 Ua3c3Nj aRjjCRN aj3. j@3 cL3 LR03I UIN3j nc30 jR ,RLUnj3 j@3 nC0 HRq3 NnL$3ac.
N0 sCjCN< nNjCI j@3 cwcj3L a3,@3c 3\nCIC$aCnL )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*Y +I3aIw. j@Cc Ua30C,j30
3\nCIC$aCnL 8RaL sCII @q3  jj3NCN< j@j 03U3N0c RN j@3 0RUj30 qIn3 R8 Hi ġ j@3 <a3j3a Hi.
j@3 I3cc R$Ij3 j@3 8RaL )KCjaRqC,  r@a. lzSS*Y i@3 $Rq3 UUaRuCLjCRN. s@3N UUIC30 jR
~N3Iw cjajC~30 2aj@ LR03Ic. wC3I0c N 3cjCLj3 R8 j@3 R$c3aq30 G8 sCj@ N 3aaRa RN j@3 Ra03a R8
SXY
mcCN< j@3 $Rq3 UUaRuCLjCRN. rn  T3IjC3a )SO4:* CNq3aj30 3\njCRN V:YSW CNjR j@3 jCL3 0RA
LCN. <CqCN<
L(j) = ǬɁе
[
/ϹBH(j) + /И
∫ j
е
BH(j′)0j′ +
F−Ϲ∑
G=Ϲ
2G
(BH(j) ∗ 3−ƇGj)] . V:YeW
s@3a3 Ǭ Cc j@3 2aj@ȕc N<nIa q3IR,Cjw. Ɂе Cc j@3 +@N0I3a sR$$I3 8a3\n3N,w R8 j@3 038RaL$I3
f9
2aj@. ƇG a3 j@3 CNq3ac3 03,w jCL3c R8 URIa LRjCRN.
/Ϲ ≡ Ϲ+ GH,2И . V:Y4W
/И ≡ Ic(Hi)
F∏
G=Ϲ
cG
F−Ϲ∏
G=Ϲ
ƇG
. V:YOW
N0
2G ≡ −
Ic(Hi)
ƇG
F∏
C=Ϲ
(cC − ƇG) +
F∑
E=Ϲ
a′E
cE
F∏
C=Ϲ
C̸=E
(cC − ƇG)
F−Ϲ∏
C=Ϲ
C ̸=G
(ƇC − ƇG)
Y V:YSzW
i@3 ~acj j3aL CN j@3 c\na3 $a,G3jc R8 3\njCRN V:YeW. sCj@ ,R3|,C3Nj /Ϲ. ,@a,j3aCc3c j@3
CLL30Cj3 3IcjC, a3cURNc3 R8 j@3 aRjjCRN q3,jRaY i@3 j@Ca0 j3aL Cc j@3 qCc,Rnc a3cURNc3 R8 j@3 aRA
jjCRN q3,jRa. s@C,@ CNqRIq3c  ,RNqRInjCRN CN jCL3 $3js33N j@3 CN3ajC U3ajna$jCRN BH(j). N0  c3j
R8 aRjjCRNI LR03c R8 Una3 3uURN3NjCI 03,w sCj@ LUICjn03c 2G N0 CNq3ac3 03,w jCL3c ƇGY i@3
03,w jCL3c ccR,Cj30 sCj@ j@3 U@c3 $RnN0aC3c j :lz GL N0 fez GL 03Uj@ CN j@3 LNjI3 ,N
3u,330 S Kwa )KCjaRqC,  KCIN3. SOO4*. N0 j@3c3 LR03c a3. CN Uaj. a3cURNcC$I3 8Ra j@3 cIRs
0aC8j R8 j@3 aRjjCRN uCc 8aRL Cjc CNCjCI cjj3 Ua30C,j30 ncCN< j@3 ja0CjCRNI aRjjCRN j@3Raw )b$A
0CNC  T3IjC3a. SO4Sd rn  T3IjC3a. SO4:* s@3N ,RNcC03aCN< LnIjCUI3 <I,CI ,w,I3c )3Y<Y b$0CNC
3j IY. SO4l. SO4kd rn  T3IjC3a. SO4:d p3aL33ac3N 3j IY. SOOed KCjaRqC, 3j IY. lzzS*Y i@3 c3,A
RN0 j3aL CN 3\njCRN V:YeW. CNqRIqCN< j@3 UaL3j3a /И. Cc j@3 c3,RN0 ,RNjaC$njRa jR j@Cc cIRs 0aC8jd
Cj a3Ua3c3Njc  UaR<a3ccCq3Iw CN,a3cCN< VȔnNC0Ca3,jCRNIȕW iTr cC<NI j@j sCII $3 NRNAy3aR nNI3cc
j@3 3IcjC, ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc Cc y3aR. CN s@C,@ ,c3 Ic = еY
c  ~NI URCNj. s3 03~N3  UaL3j3a Ĩ. s@C,@ Cc j@3 a3IjCq3 3aaRa CN UUaRuCLjCN< G8 CNA
ff
,naa30 CN j@3 ja0CjCRNI j@3Raw. c
Ĩ(Hi) = Ϲ− G
i
И(c = е;Hi)
G8
Y V:YSSW
i@Cc j3aL sCII $3 nc30 CN 3uUa3ccCRNc 0Cc,ncc30 $3IRsY
:YSYl KϔАЁϱЦϔΫΞ ζА ΞϣY )lzz9* υϱЁϨЛϣΞАϔϱϩ
KCjaRqC, 3j IY )lzz9* a3UI,30 j@3 UUaRuCLjCRN jR G8 0RUj30 CN j@3 ja0CjCRNI j@3Raw sCj@ j@3
8RIIRsCN< 3uUa3ccCRN 8Ra j@3 R$c3aq30 nC0 HRq3 NnL$3a-
G8 = GiИ(c = е;Hi = е) + G33 Y V:YSlW
i@Cc 3uUa3ccCRN Cc ,RLUaCc30 R8 jsR j3aLcY i@3 ~acj. GiИ(c = е;Hi = е). a3Ua3c3Njc j@3 @w0aRcjjC,
8RaL R8 j@3 UIN3jd j@j Cc. Cj a3Ua3c3Njc j@3 8RaL 3cj$ICc@30 CN  aRjjCN< UIN3j 8j3a II qCc,R3IcA
jC, a3IujCRN @c $33N ,RLUI3j30Y i@3 c3,RN0 j3aL. G33. Cc j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3 UIN3jY i@Cc
j3aL Cc 0n3 jR Nw UaR,3cc3c j@j <Cq3 aCc3 jR NRNA@w0aRcjjC, 3IICUjC,Cjw. N0. CN j@3 2aj@. Cj Cc 3cA
jCLj30 jR $3 ∼ zYzS. Ra $Rnj SX R8 j@3 @w0aRcjjC, 8RaL )+@L$j 3j IY. lzSz*Y i@3 3uUa3ccCRN
0RUj30 $w KCjaRqC, 3j IY )lzz9* jC3c j@3 UaL3j3a G8 jR j@3 R$c3aq30 qIn3. $nj jG3c CNjR ,A
,RnNj j@j j@3 HRq3 NnL$3ac a3 RNIw ,RLUnj30 ncCN<  ~acjARa03a ,,naj3 j@3RawY
mcCN< 3\njCRN V:YSlW CN j@3 ICN3aCc30 HCRnqCII3 3\njCRN. N0 CNq3ajCN< j@3 a3cnIj CNjR j@3 jCL3
0RLCN wC3I0c )KCjaRqC,  r@a. lzSS* Vc33 IcR UU3N0Cu W
L(j) = ǬɁе
Ϲ
Ã(Ĩ,Hi)
[
BH(j)/Ϲ +
F∑
G=Ϲ
2′G
(BH(j) ∗ 3−ƁGj)] . V:YSkW
fe
s@3a3 /Ϲ Cc c $38Ra3 V3\njCRN :Y4W. N0
2′G ≡
Ic(Hi)
F∏
C=Ϲ
(cC − ƁG) + ƁG
F∑
E=Ϲ
a′E
cE
F∏
C=Ϲ
C̸=E
(cC − ƁG)
F∏
C=Ϲ
C ̸=G
(ƁC − ƁG)
Y V:YS:W
i@3 03,w jCL3c. ƁG. a3 cRInjCRNc R8 j@3 URIwNRLCI
F∏
C=Ϲ
(c+ ƁC) = ϹÃ(Ĩ,Hi)
[
Ĩ(Hi)G
i
И(c = е;Hi)∑F
G=Ϲ
a′′G
cG
F∏
C=Ϲ
(c+ cC) + (Ϲ− Ĩ(Hi)) c
F−Ϲ∏
C=Ϲ
(c+ ƇC)
]
. V:YS9W
s@3a3
Ϲ
Ã(Ĩ,Hi) =
Ϲ
Ϲ− Ĩ(Hi) + Ĩ(Hi)G
i
И(c = е;Hi)∑F
G=Ϲ
a′′G
cG
Y V:YSfW
MRs. 8aRL 3\njCRN V:YSSW. 3\njCRN V:YSkW c@RnI0 ,RIIUc3 jR 3\njCRN V:YeW C8 s3 c3j Ĩ(Hi) =
е CN j@3 Ijj3a 3\njCRN Vj@j Cc. C8 s3 UUaRuCLj3 j@3 R$c3aq30 nC0 HRq3 NnL$3a $w GiИ(c =
е;Hi). c CN rn  T3IjC3a )SO4:*WY b3jjCN< Ĩ(Hi) = е CN j@3 URIwNRLCI V:YS9W wC3I0c
F∏
C=Ϲ
(c+ ƁC) = c
F−Ϲ∏
C=Ϲ
(c+ ƇC)Y V:YSeW
i@Cc 3\njCRN CLUIC3c j@j ƁC = ƇC 8Ra G = Ϲ · · ·F − Ϲ. N0 ncCN< j@Cc CN 3\njCRN V:YS:W wC3I0c
2G = 2′G 8Ra G = Ϲ · · ·F − ϹY 2\njCRN V:YSeW IcR CLUIC3c j@j ƁF = е. N0 CN j@Cc ,c3 3\nA
jCRN V:YS:W wC3I0c 2′F = /ИY i@nc. c3jjCN< ƁF = е N0 2′F = /И CN j@3 Fj@ j3aL CN j@3 ,RNA
qRInjCRN R8 3\njCRN V:YSkW wC3I0c N 3uUa3ccCRN C03NjC,I jR j@3 /И j3aL CN 3\njCRN V:YeWY i@nc.
3\njCRNc V:YeWĢV:YSzW a3Ua3c3Nj  cU3,CI ,c3 R8 3\njCRNc V:YSkWĢV:YS:W s@3N RN3 ccnL3c j@j
Ĩ(Hi) = еY
bCN,3 Ã(Ĩ,Hi) Cc q3aw ,IRc3 jR nNCjw Vj@3 03Uajna3 Cc R8 Ra03a е.еϹW.  ,RLUaCcRN R8 3\nA
f4
jCRNc V:YSkW N0 V:YeW CN0C,j3c j@j j@3 3IcjC, a3cURNc3 R8 j@3 aRjjCRN q3,jRa Cc 3cc3NjCIIw j@3
cL3 CN $Rj@ j@3Ra3jC,I 8RaLnIjCRNc R8 iTrY BN ,RNjacj. j@3 nNC0Ca3,jCRNIAiTr U@wcC,c @C<@A
IC<@j30 $w rn  T3IjC3a )SO4:*. CY3Y. j@3 U@wcC,c 3L$R0C30 $w j@3 /И j3aL CN 3\njCRN V:YeW. 0CcUA
U3ac CN j@3 LRa3 ,,naj3 j@3Rawd j@Cc j3aL Cc N aj38,j R8 j@3 UUaRuCLjCRN Ĩ(Hi) = е 0RUj30
$w rn  T3IjC3a )SO4:*Y i@3 UUaRuCLjCRN @c j@3 3{3,j R8 c3jjCN< j@3 CNq3ac3 03,w jCL3 R8 RN3
R8 j@3 aRjjCRNI NRaLI LR03c jR y3aR. j@nc wC3I0CN<  U3aLN3Nj 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3 8aRL
Cjc CNCjCI URcCjCRN 3q3N C8 j@3 cna8,3 Lcc IR0 a3jnaNc jR Cjc CNCjCI cjj3Y 7CNIIw. s3 NRj3 j@j
j@3 a3LCNCN< c3j R8 F − Ϲ 03,w jCL3c N0 LR0I LUICjn03c a3 IcR CLU,j30 $w j@3 cL3 UA
UaRuCLjCRN. N0 j@3 3aaRa CNjaR0n,30 $w j@3 UUaRuCLjCRN sCII $3 3uUIRa30 CN NnL3aC,I a3cnIjc
0Cc,ncc30 $3IRsY
:Yl mϩϔβϔЁζΫАϔϱϩΞϣ iTr `ζЦϔЅϔАζβ
BN j@Cc c3,jCRN. s3 UaRqC03  U@wcC,I 3uUINjCRN 8Ra j@3 Ua3c3N,3 R8 j@3 nNC0Ca3,jCRNIAiTr
j3aL CN 3\njCRN V:YeW. c s3II c Cjc 0CcUU3aN,3 CN j@3 a3qCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw V3\nA
jCRN :YSkWY r3 IcR UaRqC03 N a<nL3Nj 8Ra j@3 Lj@3LjC,I 8RaL R8 j@Cc j3aLY
:YlYS TϑЭЅϔΫΞϣ BϩАζЁϿЁζАΞАϔϱϩ
r3 $3<CN sCj@  c@Raj cnLLaw R8 j@3 U@wcC,c R8 iTr c 3L$R0C30 CN 3\njCRNc V:YeW N0 V:YSkWY
V LRa3 ,RLUa3@3NcCq3 0Cc,nccCRN R8 j@Cc U@wcC,c Lw $3 8RnN0 CN KCjaRqC, 3j IY )lzz9* N0
KCjaRqC,  r@a )lzSS*YW
i@3 U@wcC,c ccR,Cj30 sCj@ ja0CjCRNI N0 a3qCc30 aRjjCRN j@3RaC3c Lw $3 nN03acjRR0 sCj@
a383a3N,3 jR j@3 c,@3LjC, CIIncjajCRN CN 7C<na3 :YSY i@3 ~acj aRs a3Ua3c3Njc j@3 U@wcC,c 3L$R0A
C30 CN j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3RawY  UIN3j. CNCjCIIw j a3cj. Cc cUnN nU jR j@3 Ua3c3Nj
aRjjCRN aj3. N0 N 3\nCIC$aCnL 8RaL Cc 3q3NjnIIw 3cj$ICc@30 V7C<na3 :YSSWY bRL3 jCL3 Ij3a. 
IR0 Cc UUIC30 V7C<na3 :YSlWY UUIC,jCRN R8 j@3 IR0 ,nc3c j@3 URI3 jR jCU sw 8aRL j@3 IR0d
fO
A1
B1
A2
B2
A3
B3
A4
B4
INITIAL
STATE
MASS LOAD
APPLIED
FINAL
STATE #1
FINAL
STATE #2
B5
A5
)LJXUH  6FKHPDWLF LOOXVWUDWLQJ WKH WUDGLWLRQDO $  $ DQG UHYLVHG URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRULHV %  % %RWK
SODQHWV KDYH DQ HODVWLF OLWKRVSKHUH VKDGHG EOXH UHJLRQV +RZHYHU WKH OLWKRVSKHUH LQ $ ZDV VSXQXS IURP D
SHUIHFW VSKHUH DQG LV WKXV VWUHVVHG ZKLOH WKH OLWKRVSKHUH LQ % KDV D K\GURVWDWLF IRUP LH LV XQVWUHVVHG $
PDVV ORDG LV UHSUHVHQWHG E\ WKH JUHHQ GRW DQG LWV DVVRFLDWHG IRUFLQJ RQ WKH URWDWLRQ D[LV LV VKRZQ E\ D JUHHQ
DUURZ 7KH UHVLVWDQFH JHQHUDWHG E\ WKH SODQHWDU\ EXOJH LV UHSUHVHQWHG E\ D EOXH DUURZ 7KH UHG FLUFXODU DUURZV LQ
WKH SODQHWDU\ LQWHULRU UHSUHVHQW PDQWOH FRQYHFWLRQ WKDW GULYHV DQ H[FHVV HOOLSWLFLW\ LQ WKH SODQHWDU\ IRUP
j@j Cc. j@3 IR0 Cc LRq30 jRsa0c j@3 3\njRaY i@Cc URIa LRjCRN sCII $3 CNCjCIIw a3cCcj30 $w j@3
aRjjCRNI $nI<3. $nj j@3 a3cCcjN,3 Cc jaNcC3NjY 2q3NjnIIw. j@3 $nI<3 sCII a3RaC3Nj Cjc3I8 U3a83,jIw jR
j@3 aRjjCRN q3,jRa. N0 j@3 URI3 Cc 8a33 jR jCU 8naj@3a 8aRL j@3 IR0 V7C<na3 :YSkWY i@Cc c3\n3N,3
sCII ,RNjCNn3 nNjCI j@3 IR0 a3,@3c j@3 3\njRa V7C<na3 :YS:WY i@3 CLURajNj URCNj jR NRj3 Cc
j@j j@3 cL3 2aj@ LR03I Cc nc30 jR ,RLUnj3 $Rj@ j@3 $,G<aRnN0 R$Ij3N3cc N0 j@3 qCc,R3IcjC,
a3cURNc3 jR cna8,3 Lcc IR0CN< N0 j@3 U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI VCY3Y. Ĩ(Hi) = е CN 3\nA
jCRN V:YSSWWY i@3a38Ra3. j@3 $nI<3 ,N a3RaC3Nj Cjc3I8 U3a83,jIw jR j@3 N3s aRjjCRNI cjj3Y BN j@Cc
a3<a0. j@3 cwcj3L IRc3c II L3LRaw R8 Cjc CNCjCI RaC3NjjCRNY
M3uj. ,RNcC03a j@3 a3qCc30 aRjjCRN j@3Raw. CN s@C,@ j@3 $,G<aRnN0 8RaL R8 j@3 UIN3j Cc @w0aRA
cjjC, Vaj@3a j@N j@3 3\nCIC$aCnL 8RaL R8 7C<na3 :YSSW sCj@ N 00CjCRNI 3u,3cc 3IICUjC,Cjw V7C<A
na3 :YS#SWY mURN IR0CN<. j@3 URI3 LC<aj3c sw 8aRL j@3 IR0 VCY3Y. j@3 IR0 LRq3c jRsa0c j@3
ez
3\njRaW. N0 j@3 aRjjCRNI $nI<3 RN,3 <CN a3cCcjc j@Cc LRjCRNY ?Rs3q3a. CN j@Cc ,c3. j@3 $nI<3
,NNRj 0Encj U3a83,jIw jR j@3 N3s RaC3NjjCRNY i@Cc Cc $3,nc3 j@3 U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI
ccR,Cj30 sCj@ iTr c33c N 2aj@ j@j. RN C,3A<3 jCL3c,I3c. @c N 3{3,jCq3Iw 3IcjC, ICj@RA
cU@3a3Y i@3a38Ra3. c j@3 URI3 LRq3c. j@3 RaC<CNIIw nNcja3cc30 ICj@RcU@3a3 sCII $3,RL3 cja3cc30.
N0 sCII 3u3aj  a3cjRaCN< 8Ra,3 RN j@3 aRjjCRN q3,jRaY BN 00CjCRN. j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw. cCN,3 Cj Cc
cjjCRNaw RN C,3A<3 jCL3c,I3c. sCII IcR Ua3q3Nj j@3 $nI<3 8aRL 0EncjCN< U3a83,jIw jR Nw N3s
RaC3NjjCRN R8 j@3 URI3Y +RNc3\n3NjIw. j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 $nI<3 sCII $3 CN,RLUI3j3 N0. 8j3a 
c3\n3N,3 R8 cn,@ cj3Uc.  ~NI cjj3 sCII $3 a3,@30 V7C<na3 :YS#:W CN s@C,@ j@3 8Ra,CN< ccR,Cj30
sCj@ j@3 IR0 sCII $3 $IN,30 $w j@3 a3cCcjN,3 ccR,Cj30 sCj@ $Rj@ j@3 cja3cc30 ICj@RcU@3a3 N0
j@3 3u,3cc 3IICUjC,CjwY i@3 IR0 sCII NRj a3,@ j@3 3\njRaY
7CNIIw. ,RNcC03a s@j sRnI0 @UU3N C8. j cRL3 jCL3 3\nCqI3Nj jR j@3 j@Ca0 ,RInLN RN 7C<A
na3 :YS. j@3 IR0 sc a3LRq30Y i@3 ja0CjCRNI j@3Raw Ua30C,jc j@j IRN< 8j3a j@3 IR0ȕc a3LRqI
VCY3Y. EnLUCN< 8aRL 7C<na3 :YSk jR j@3 ~NI. nNIR030 cjj3 <Cq3N $w 7C<na3 :YS9W j@3 URI3 sCII
NRj a3jnaN jR Cjc CNCjCI RaC3NjjCRNY c 0Cc,ncc30 $Rq3. cCN,3 j@3 $nI<3 0Encjc VU3a83,jIwW jR j@3
N3s RaC3NjjCRN R8 j@3 URI3. Nw L3LRaw R8 j@3 URI3ȕc CNCjCI RaC3NjjCRN Cc IRcjY i@3 N3j 0CcUI,3A
L3Nj R8 j@3 URI3 8aRL Cjc CNCjCI cjj3 V7C<na3 :YS9W Cc  a33,jCRN R8 j@Cc a3cC0nI L3LRaw IRccY BN
,RNjacj. CN j@3 a3qCc30 j@3Raw V7C<na3 :YS#W. j@3 cwcj3L a3jCNc L3LRaw R8 Cjc RaC<CNI aRjjCRNI
cjj3. N0 j@3 ~NI nNIR030 cjj3 V7C<na3 :YS#9W Cc j@3 cL3 c j@Cc CNCjCI cjj3Y i@3 ~NI 0CcUI,3A
L3Nj R8 j@3 URI3 8aRL Cjc CNCjCI URcCjCRN CN 7C<na3 :YS9. 3q3N 8j3a j@3 IR0 a3jnaNc jR Cjc CNCjCI
cjj3. a3Ua3c3Njc j@3 nNC0Ca3,jCRNI iTr Ua30C,j30 $w j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw Vj@3
j3aL CN /И CN 3\njCRN :YeWY i@3 0CcUU3aN,3 R8 j@Cc j3aL CN j@3 a3qCc30 j@3Raw V3\njCRN :YSkW
Cc. CN j@Cc a3<a0. a33,j30 $w j@3 a3jnaN R8 j@3 URI3 jR Cjc CNCjCI cjj3 CN 7C<na3 :YS#9Y i@nc. nNCA
0Ca3,jCRNI iTr a3Ua3c3Njc N CNj3<aj30 L3cna3 R8 j@3 UIN3jȕc IRcc R8 L3LRaw R8 Cjc CNCjCI
aRjjCRNI cjj3 j@aRn<@ $nI<3 0EncjL3Nj. c LR03II30 $w j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3A
RawY bCN,3 j@3 UIN3j a3jCNc  L3LRaw R8 Cjc RaC<CNI aRjjCRNI cjj3 CN j@3 LRa3 ,,naj3. a3qCc30
cj$CICjw j@3Raw. j@3 nNC0Ca3,jCRNIAiTr j3aL 0CcUU3ac CN j@Cc j@3Ra3jC,I ja3jL3NjY BN j@3 N3uj
eS
c3,jCRN. s3 LRq3 8aRL j@Cc U@wcC,I 3uUINjCRN jR  $aC38 0Cc,nccCRN R8 j@3 Lj@3LjC,I 8RaL R8
j@3 nNC0Ca3,jCRNIAiTr j3aLY
:YlYl bϱϨζ KΞАϑζϨΞАϔΫΞϣ BϩЅϔόϑА
i@3 nNC0Ca3,jCRNIAiTr j3aL CN 3\njCRN V:YeW ,N $3 j@Rn<@j R8 c  UaR0n,j R8  j3aL CNqRIqCN<
j@3 03,w jCL3c R8 j@3 038RaLjCRNI N0 aRjjCRNI NRaLI LR03c. j@3 UaL3j3a Ic(Hi). N0 j@3
jCL3ACNj3<aj30 U3ajna$jCRN R8 CN3ajC j3NcRa 3I3L3NjcY r3 sCII ,RNcC03a 3,@ R8 j@3c3 CN jnaN.
$3<CNNCN< sCj@ j@3 c3,RN0Y
i@3 jRjI CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN 0n3 jR cna8,3 Lcc IR0CN< UInc Nw CcRcjjC, ,RLU3NcA
jCRN VCY3Y. j@3 8Ra,CN< j@j 0aCq3c iTrW Cc <Cq3N $w
BH(j) + GHИ(j) ∗ BH(j) . V:YS4W
s@3a3 j@3 jCL3 0RLCN 8RaL R8 j@3 qCc,R3IcjC, cna8,3AIR0 HRq3 NnL$3a. GHИ. Cc <Cq3N $w
GHИ(j) = GH,2И ñ(j) +
F∑
G=Ϲ
a′G3−cGj Y V:YSOW
i@3 3uUa3ccCRN V:YS4W Cc cCLUIw j@3 jCL3 0RLCN 8RaL R8 j@3 NnL3ajRa R8 j@3 HCRnqCII3 3\nA
jCRN V:YSWY
H3j nc ,RNcC03a j@3 jRjI U3ajna$jCRN CN j@3 CN3ajC j3NcRa 3I3L3Njc aCcCN< 8aRL j@3 UUIC,jCRN
R8  IR0 j jCL3 jеY BN j@Cc ,c3. BH(j) = BH?(j− jе). s@3a3 ? Cc j@3 ?3qCcC03 cj3U 8nN,jCRNY mcCN<
j@Cc 3uUa3ccCRN CN V:YS4W wC3I0c
BH?(j− jе)
[
Ϲ+ GH,2И +
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
(
Ϲ− 3−cG(j−jе)
)]
Y V:YlzW
MRs. C8 j@Cc IR0 Cc a3LRq30 j jCL3 jϹ. j@3N j@3 8nII jCL3 @CcjRaw R8 j@3 IR0CN< Lw $3 saCjj3N c
BH(j) = BH?(j− jе)−BH?(j− jϹ)Y M3uj. s3 cG- r@j Cc j@3 CNj3<aj30 U3ajna$jCRN jR j@3 CN3ajC 3IA
el
3L3Nj  q3aw IRN< jCL3 8j3a j@3 IR0 Cc a3LRq30] mcCN< 3uUa3ccCRN V:YlzW. j@Cc CNj3<aj30 8Ra,CN<
Cc. j jCL3 j∞.
BH
∫ j∞
jе
[
Ϲ+ GH,2И +
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
(
Ϲ− 3−cG(j−jе)
)]
0j
− BH
∫ j∞
jϹ
[
Ϲ+ GH,2И +
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
(
Ϲ− 3−cG(j−jϹ)
)]
0j
= BH
∫ j∞
jе
[
Ϲ+ GHИ(c = е;Hi)−
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
3−cG(j−jе)
]
0j
− BH
∫ j∞
jϹ
[
Ϲ+ GHИ(c = е;Hi)−
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
3−cG(j−jϹ)
]
0j
= BH
∫ j∞
jе
[
Ic −
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
3−cG(j−jе)
]
0j− BH
∫ j∞
jϹ
[
Ic −
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
3−cG(j−jϹ)
]
0j
= Ic(jϹ − jе)BH = Ic
∫ j∞
е
BH [?(j− jе)− ?(j− jϹ)] 0j . V:YlSW
s@3a3 s3 @q3 nc30 3\njCRNc V:YlW jR V:Y:W 8Ra j@3 cn$cjCjnjCRN sCj@ IcY
r3 ,RN,In03 j@j j@3 CNj3<aj30 U3ajna$jCRN jR j@3 CN3ajC j3NcRa 3I3L3Njc IRN< 8j3a j@3 nNA
IR0CN< ġ j@j Cc. j@3 CNj3<aj30 8Ra,CN< RN j@3 aRjjCRN URI3 ġ Cc NRj y3aR. c RN3 LC<@j @q3 3uA
U3,j30. nNI3cc j@3 ICj@RcU@3a3 @c NR 3IcjC, cja3N<j@. CN s@C,@ ,c3 Ic = е. Ra CN j@3 jaCqCI ,c3
s@3a3 j@3 IR0 Cc a3LRq30 j@3 CNcjNj Cj Cc UUIC30 VCY3Y. jе = jϹWY i@3 CNj3<aj30 8Ra,CN< j j∞ Cc
NRNAy3aR $3,nc3 R8 N CL$IN,3 $3js33N j@3 CNj3<aj30 IR0 VUInc ,RLU3NcjCRNW 8Ra,CN< j@j
0aCq3c iTr 0naCN< j@3 U3aCR0 R8 IR0CN< Vjе < j < jϹW N0 0naCN< j@3 U3aCR0 cn$c3\n3Nj jR IR0A
CN< Vj > jϹWY i@3 L<NCjn03 R8 j@Cc N3j 8Ra,CN< Cc UaRURajCRNI jR Ic. s@C,@ Cc UaRURajCRNI jR j@3
j@C,GN3cc R8 j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3Y i@3 ~NI 3uUa3ccCRN CN 3\njCRN V:YlSW CN,In03c II UaL3A
j3ac CN j@3 3uUa3ccCRN 8Ra j@3 nNC0Ca3,jCRNI iTr CN 3\njCRN V:YeW sCj@ j@3 3u,3UjCRN R8 j@3 ajCR∏F
G=Ϲ cG/
∏F−Ϲ
G=Ϲ ƇGY r3 N3uj jnaN jR  0Cc,nccCRN R8 j@Cc 8,jRaY
ek
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)LJXUH  3ORW RI WKH UDWLR LQ /И ∏FG=Ϲ cG/∏F−ϹG=Ϲ ƇG DV D IXQFWLRQ RI ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ )RU WKLV FDOFXODWLRQ
ZH DGRSW DQ (DUWK PRGHO ZLWK D OD\HU YROXPHDYHUDJHG YHUVLRQ RI 35(0 DQ HODVWLF OLWKRVSKHUH RI WKLFNQHVV
 NP DQG DQ XSSHU PDQWOH YLVFRVLW\ RI  ×  3D V
i@3 CNq3ac3 03,w jCL3c cG <Rq3aN j@3 0EncjL3Nj jCL3c,I3 R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3Y bCN,3 j@3
$nI<3 UaRqC03c a3cCcjN,3 jR iTr. IRN<3a 03,w jCL3c VCY3Y. cLII3a cGW sCII @CN03a iTrY QN3
LC<@j cG. @Rs3q3a. s@j \nIC~3c c IRN<] ;3N3aIIw. C8 j@3 0EncjL3Nj R8 j@3 $nI<3 Cc cC<NC~A
,NjIw cIRs3a j@N j@3 0EncjL3Nj R8 j@3 URI3 VCY3Y. C8∏FG=Ϲ cG ≪ ∏F−ϹG=Ϲ ƇGW. iTr sCII $3 @CN03a30Y
B8 j@3 ,RNq3ac3 Cc jan3 VCY3Y. C8 j@3 $nI<3 a3Iu3c Ln,@ \nC,G3a j@N j@3 0EncjL3Nj R8 j@3 URI3W.
iTr sCII $3 3|,C3NjIw 3u,Cj30Y ?3N,3 j@3 UU3aN,3 R8 j@3 ajCR∏FG=Ϲ cG/∏F−ϹG=Ϲ ƇG CN j@3 j3aL
<Rq3aNCN< nNC0Ca3,jCRNI iTrY
i@Cc U@wcC,I a<nL3Nj. @Rs3q3a. 0R3c NRj UaRqC03 CNcC<@j CNjR j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 UaL3A
j3a /И jR LNjI3 qCc,RcCjwY B8 RN3 CN,a3c3c j@3 LNjI3 qCc,RcCjw. j@3 CNq3ac3 03,w jCL3c <Rq3aNA
CN< $Rj@ j@3 $nI<3 0EncjL3Nj N0 URIa LRjCRN sCII 03,a3c3 VCY3Y. j@3 03,w jCL3c sCII CN,a3c3WY
?Rs3q3a. Cj Cc nN,I3a s@3j@3a j@3 NnL3ajRa Ra 03NRLCNjRa sCII 03,a3c3 LRa3 aUC0IwY r3 3uA
UIRa3 j@Cc CN 7C<na3 :Yl. s@C,@ c@Rsc  UIRj R8∏FG=Ϲ cG/∏F−ϹG=Ϲ ƇG c  8nN,jCRN R8 IRs3a LNjI3
e:
qCc,RcCjw R8 j@3 0RUj30 qCc,R3IcjC, 2aj@ LR03IY i@3 Ua30C,jCRN CN0C,j3c j@j. s@CI3 j@3 03,w
jCL3c <Rq3aNCN< URIa LRjCRN N0 $nI<3 0EncjL3Nj sCII $Rj@ CN,a3c3 c j@3 IRs3a LNjI3 Cc cjC{A
3N30. j@3 Ijj3a sCII CN,a3c3 LRa3 \nC,GIw j@N j@3 8RaL3aY i@3 N3j 3{3,j Cc j@j nNC0Ca3,jCRNI
iTr Ua30C,j30 $w j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw )rn  T3IjC3a. SO4:* sCII 0CLCNCc@ c
j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw Cc CN,a3c30Y
:Yk MЛϨζЁϔΫΞϣ `ζЅЛϣАЅ
r3 N3uj a3jnaN jR j@3 LRa3 <3N3aI Cccn3 R8 j@3 L<NCjn03 R8 j@3 N3j 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 aRjjCRN
uCc 0aCq3N $w C,3A<3 IR0CN<Y c 0Cc,ncc30 CN j@3 BNjaR0n,jCRN jR j@Cc ,@Uj3a. NnL3aC,I Ua3A
0C,jCRNc $c30 RN j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw )3Y<Y b$0CNC 3j IY. SO4l. SO4kd rn
 T3IjC3a. SO4:d p3aL33ac3N 3j IY. SOOed KCjaRqC, 3j IY. lzzS* a3 ,@a,j3aCc30 $w  a3IjCq3Iw
Ia<3 0aC8j R8 j@3 aRjjCRN uCc 0naCN< C,3A<3 IR0CN<. N0 j@Cc 0aC8j @c $33N cn<<3cj30 c  0aCqCN<
L3,@NCcL 8Ra j@3 2aj@ȕc jaNcCjCRN Rnj R8 j@3 C,3 <3 )b$0CNC 3j IY. SO4l. SO4k*Y i@3 0aC8j R8
j@3 URI3 Cc 0n3 $Rj@ jR j@3 nNC0Ca3,jCRNIAiTr j3aL CN j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw.
N0 jR aRjjCRNI NRaLI LR03c sCj@ 03,w jCL3c cn|,C3NjIw c@Raj j@j j@3 LR03 Cc NRNAN3<IC<C$Iw
3u,Cj30 $w  jwUC,I <I,CI ,w,I3 s@CIcj cn|,C3NjIw IRN< j@j j@Cc 3u,CjjCRN U3acCcjc s3II 8j3a j@3
,w,I3 @c 3N030Y r@CI3 s3 @q3 3cj$ICc@30 j@j nNC0Ca3,jCRNI iTr Cc N aj38,j R8 N UUaRuA
CLjCRN L03 CN j@3 ja0CjCRNI aRjjCRNI C,3A<3 j@3Raw ccR,Cj30 sCj@ j@3 2aj@ȕc $,G<aRnN0
8RaL. Cj a3LCNc nN,I3a @Rs CLUaRq3L3Njc jR j@3 aRjjCRN j@3Raw CLU,j Ua3qCRnc Ua30C,jCRNc R8
j@3 N3j c@C8j R8 j@3 URI3Y BN j@Cc c3,jCRN. s3 00a3cc j@Cc Cccn3 $w Ua3c3NjCN< NnL3aC,I Ua30C,jCRNc
R8 iTr Rq3a  cnCj3 R8 cn,,3ccCq3Iw IRN<3a jCL3 U3aCR0c 3uj3N0CN< 8aRL j@3 TICRATI3CcjR,3N3 jR
j@3 KCR,3N3Y II ,I,nIjCRNc sCII $3 $c30 RN qCc,R3IcjC, 2aj@ LR03Ic sCj@ 3IcjC, N0 03NA
cCjw cjan,jna3 <Cq3N $w j@3 Ta3ICLCNaw `383a3N,3 2aj@ KR03I )/yC3sRNcGC  N03acRN. SO4S*.
N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 R8 j@C,GN3cc Slz GL. N0 nUU3a LNjI3 qCc,RcCjw $3IRs j@3 ICj@RcU@3a3 R8
φ× ϹеИе T cY i@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw sCII c3aq3 c  8a33 UaL3j3a R8 j@3 LR03IICN<Y
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)LJXUH  3UHGLFWLRQ RI 73: GXULQJ DQG VXEVHTXHQW WR D LFHDJH ORDGLQJ KLVWRU\ FKDUDFWHULVHG E\ HLJKW F\FOHV
RI N\U GXUDWLRQ VHH WH[W $ 3UHGLFWLRQV EDVHG RQ WKH WUDGLWLRQDO LFHDJH URWDWLRQ WKHRU\ >:X 	 3HOWLHU @
GLVWLQJXLVKHG RQ WKH EDVLV RI WKH DGRSWHG ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ VROLG JUH\ OLQH  ×  3D V VROLG EODFN OLQH
 ×  3D V DQG GDVKHG JUH\ OLQH  ×  3D V % $V LQ $ H[FHSW WKH UHYLVHG LFHDJH URWDWLRQ WKHRU\ RI
0LWURYLFD HW DO >@ DQG 0LWURYLFD 	 :DKU >@ LV DGRSWHG
ef
iR $3<CN. s3 ,RNcC03a j@3 iTr a3cURNc3 jR  cCLUI3 csjRRj@ IR0CN< @CcjRaw ,@a,j3aCc30 $w
3C<@j ,w,I3c. 3,@ sCj@  Oz Gwa <I,CjCRN U@c3 CN s@C,@ j@3 cna8,3 Lcc IR0 CN,a3c3c ICN3aIw
CN qRInL3. 8RIIRs30 $w  Sz Gwa 03<I,CjCRN sCj@  ICN3aIw 03,a3cCN< C,3 qRInL3 V7C<na3 :YkWY
7RIIRsCN< KCjaRqC,  KCIN3 )SOO4*. s3 0RUj U3G CN3ajC U3ajna$jCRNc j 3,@ <I,CI LuCA
LnL R8 BϹД = −Ѝ.ЍЊ × ϹеДϹ G< L−И N0 BИД = И.ДϹ × ϹеДИ G< L−ИY i@3c3 qIn3c a3 $c30 RN
j@3 B+2Ak; 03<I,CjCRN @CcjRaw )inc@CN<@L  T3IjC3a. SOOS*. N0 j@3w CN,RaURaj3 CN3ajC U3aA
jna$jCRNc ccR,Cj30 sCj@  ,RLUI3L3Njaw. 3ncjjC, sj3a IR0Y i@3 jRU N0 $RjjRL 8aL3c R8
7C<na3 :Yk a3 $c30 RN j@3 ja0CjCRNI )rn  T3IjC3a. SO4:* N0 a3qCc30 )KCjaRqC, 3j IY. lzz9*
aRjjCRNI cj$CICjw j@3RaC3c. a3cU3,jCq3Iw. N0 RN 3,@ 8aL3 s3 c@Rs cCLnIjCRNc 0RUjCN< j@a33
0C{3a3Nj qIn3c R8 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjwY
i@3 N3j 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3 Ua30C,j30 ncCN< j@3 aRjjCRN j@3Raw R8 rn  T3IjC3a )SO4:*
V7C<na3 :YkW <aRsc sCj@ 3,@ <I,CI ,w,I3 N0. s@CI3 j@Cc ja3N0 Cc <a0nIIw 03,a3cCN<. j@3 Ua3A
0C,jCRNc @q3 NRj w3j ,RNq3a<30 jR  cj30w cjj3 Rc,CIIjCRN 8j3a 3C<@j ,w,I3cY i@3 U3GAjRAjaRn<@
LUICjn03 R8 j@3 iTr Rc,CIIjCRN Cc a3IjCq3Iw cCLCIa CN II j@a33 cCLnIjCRNc V∼ zYzf◦W. $nj j@3
cIRs 0aC8j R8 j@3 aRjjCRN uCc cnU3aCLURc30 RN j@3c3 Rc,CIIjCRNc Cc  8nN,jCRN R8 j@3 IRs3a LNA
jI3 qCc,RcCjwY BN UajC,nIa. c j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw Cc CN,a3c30 N Ra03a R8 L<NCjn03. 8aRL
И × ϹеИϹ T c jR И × ϹеИИ T c. j@3 N3j 0CcUI,3L3Nj $w j@3 3N0 R8 IR0CN< 03,a3c3c $w Rq3a ezX.
8aRL zYll◦ jR zYzf◦Y i@Cc cn<<3cjc j@j. sCj@ CN,a3cCN< IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw. j@3 03,w jCL3c R8
j@3 aRjjCRNI NRaLI LR03c sCj@ cIRs3cj a3IujCRN CN,a3c3 cn,@ j@j 3,@ SzzAGwa <I,CI ,w,I3
3u,Cj3c j@3c3 LR03c I3cc 3|,C3NjIwY j j@3 3N0 R8 j@3 3C<@j ,w,I3c. 3,@ R8 j@3 iTr ,naq3c 03A
,a3c3c jRsa0c  ~NI 0CcUI,3L3Nj. CY3Y. jRsa0c j@3 nNC0Ca3,jCRNI iTr qIn3. j@j Cc nNC\n3 jR
3,@ cCLnIjCRNY r3 NRj3 j@j j@Cc LRNRjRNC, 03,a3c3 @c  jCL3c,I3 j@j CN,a3c3c cC<NC~,NjIw
sCj@ j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw R8 j@3 cCLnIjCRNY i@3 nNC0Ca3,jCRNI iTr qIn3 IcR 03,a3c3c c
j@3 0RUj30 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw CN,a3c3c. c RN3 sRnI0 3uU3,j 8aRL 7C<na3 :Yl. $nj CN II j@a33
,c3c j@Cc U3aLN3Nj 0CcUI,3L3Nj VNRj c@RsN RN j@3 ~<na3W Cc I3cc j@N zYz:◦Y
7C<na3 :Yk# c@Rsc NIR<Rnc a3cnIjc 8Ra j@3 ,c3 s@3a3 iTr Cc Ua30C,j30 ncCN< j@3 a3qCc30
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)LJXUH  3UHGLFWLRQ RI 73: RYHU WKH SDVW  0\U EDVHG RQ WKH LFH KLVWRU\ FRQVWUXFWHG E\ 5D\PR HW DO >@
7KH HTXLYDOHQW HXVWDWLF VHDOHYHO FKDQJH DVVRFLDWHG ZLWK WKLV LFH KLVWRU\ LV VKRZQ LQ WKH LQVHW RI WKH ÀJXUH ,Q WKH
PDLQ IUDPH UHVXOWV DUH VKRZQ IRU VLPXODWLRQV EDVHG RQ ERWK WKH EODFN OLQH WUDGLWLRQDO >:X 	 3HOWLHU @ DQG
JUH\ OLQH UHYLVHG >0LWURYLFD HW DO  0LWURYLFD 	 :DKU @ URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRULHV 7KH FDOFXODWLRQV
DGRSW DQ (DUWK PRGHO ZLWK D ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ RI  ×  3D V DQG LQFOXGH D JUDYLWDWLRQDOO\ VHOIFRQVLVWHQW
VHDOHYHO FKDQJH
aRjjCRNI cj$CICjw j@3RawY r@CI3 j@3 LUICjn03 R8 j@3 iTr Rc,CIIjCRN ,aRcc 3,@ <I,CI ,w,I3
a3LCNc cCLCIa jR j@3 cCLnIjCRNc CN 7C<na3 :Yk. j@3 N3j 0CcUI,3L3Nj 8j3a j@3 3C<@j IR0CN< ,wA
,I3c Cc cLII V∼ zYzl◦W N0 CNc3NcCjCq3 jR j@3 0RUj30 LNjI3 qCc,RcCjw )c33 IcR MG0. lzzl*Y
r3 @q3 IcR q3aC~30 j@j CN II j@a33 cCLnIjCRNc j@3 URI3 nIjCLj3Iw a3jnaNc jR Cjc CNCjCI URcCjCRN 
IRN< jCL3 8j3a j@3 IR0CN< 3N0cY
BN 7C<na3 :Y: s3 3uj3N0 Rna iTr NIwcCc jR ,RNcC03a C,3A<3 IR0CN< cCN,3 j@3 3N0 R8 j@3 LC0A
TICR,3N3 ,ICLj3 RUjCLnL. j ∼ k KY /3jCIc a3<a0CN< j@3 ,RNcjan,jCRN R8 j@3 C,3 @CcjRaw CN j@Cc
,c3 Lw $3 8RnN0 CN `wLR 3j IY )lzSS*Y i@3 <IR$IIwAq3a<30 V3ncjjC,W c3AI3q3I ,@N<3 ccRA
e4
-25000 -20000 -15000 -10000 -5000 0
Time (kyr)
0
0.4
0.8
1.2
1.6
TP
W
 (D
eg
re
es
)
-25 -20 -15 -10 -5 0
Time (Myr)
-120
-80
-40
0
40
80
ES
L (
m
)
)LJXUH  3UHGLFWLRQ RI 73: RYHU WKH SDVW  0\U EDVHG RQ WKH LFH KLVWRU\ FRQVWUXFWHG E\ 0RUURZ HW DO >@
DIWHU GH %RHU HW DO >@ 7KH HTXLYDOHQW HXVWDWLF VHDOHYHO FKDQJH DVVRFLDWHG ZLWK WKLV LFH KLVWRU\ LV VKRZQ LQ
WKH LQVHW RI WKH ÀJXUH ,Q WKH PDLQ IUDPH UHVXOWV DUH VKRZQ IRU VLPXODWLRQV EDVHG RQ ERWK WKH EODFN OLQH WUDGL
WLRQDO >:X 	 3HOWLHU @ DQG JUH\ OLQH UHYLVHG >0LWURYLFD HW DO  0LWURYLFD 	 :DKU @ URWDWLRQDO VWDELO
LW\ WKHRULHV 7KH FDOFXODWLRQV DGRSW DQ (DUWK PRGHO ZLWK D ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ RI  ×  3D V DQG LQFOXGH D
JOREDOO\XQLIRUP VHDOHYHO FKDQJH
,Cj30 sCj@ j@Cc C,3 @CcjRaw Cc c@RsN CN j@3 CNc3j jR 7C<na3 :Y:. s@3a3 RN3 Lw NRj3  UaR<a3ccCq3
CN,a3c3 CN U3G C,3 qRInL3c sCj@ jCL3. c s3II c j@3 s3II GNRsN jaNcCjCRN 8aRL  U3aCR0C,Cjw R8
:z Gwa jR Szz Gwa CN j@3 C,3A<3 ,w,I3c ,Ca, 4zz GY i@3 2aj@ LR03I 0RUj30 CN j@3 cCLnIjCRN Cc
,@a,j3aCc30 $w  IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw R8 φ× ϹеИϹ T c. N0  ,I,nIjCRN $c30 RN j@3 aRjjCRNI
cj$CICjw j@3Raw R8 rn  T3IjC3a )SO4:* c@Rsc  cC<NC~,Nj IRN<Aj3aL 0aC8j CN j@3 URI3 URcCjCRN j@j
a3,@3c ∼ zYk◦ j Ua3c3Nj 0wY BN ,RNjacj.  ,I,nIjCRN $c30 RN j@3 a3qCc30 aRjjCRN j@3Raw j@j
LRa3 ,,naj3Iw ,,RnNjc 8Ra j@3 2aj@ȕc $,G<aRnN0 3IICUjC,Cjw )KCjaRqC, 3j IY. lzz9d KCjaRqC,
 r@a. lzSS* Cc ,@a,j3aCc30 $w  qaC$CICjw j@j a33,jc j@3 C,3A<3 IR0CN< @CcjRaw $nj sCj@ NR
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)LJXUH  3UHGLFWHG QHW 73: RYHU WKH SDVW  0\U EDVHG RQ WKH VLPXODWLRQ IRU WKLV WLPH SHULRG GHVFULEHG LQ WKH
WH[W VHH DOVR )LJXUH  DV D IXQFWLRQ RI WKH ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ DGRSWHG LQ WKH VLPXODWLRQ 5HVXOWV DUH VKRZQ
IRU VLPXODWLRQV EDVHG RQ ERWK WKH EODFN OLQH WUDGLWLRQDO >:X 	 3HOWLHU @ DQG JUH\ OLQH UHYLVHG >0LWURYLFD
HW DO  0LWURYLFD 	 :DKU @ URWDWLRQDO VWDELOLW\ WKHRULHV
IRN<Aj3aL 0aC8j CN j@3 URI3 URcCjCRNY
7CNIIw. s3 Ua30C,j iTr Rq3a j@3 Icj l9 Kwa 0aCq3N $w N C,3 @CcjRaw ,RNcjan,j30 $w KRaaRs
3j IY )lzSl* V7C<na3 :Y9WY i@Cc @CcjRaw Cc $c30 RN  jCL3 c3aC3c R8 <IR$I C,3 qRInL3 CN83aa30
ncCN<  c3j R8 RN3 0CL3NcCRNI C,3 c@33j LR03Ic j@j s3a3 ,RNcjaCN30. CN N CNq3ac3 UaR,30na3.
8aRL R$c3aq30 $3Nj@C, ñϹξQ a3,Ra0c )03 #R3a 3j IY. lzSz*Y i@3 CNc3j R8 7C<na3 :Y9 c@Rsc j@3 3nA
cjjC, c3AI3q3I qaCjCRN ,aRcc j@3 M3R<3N3 ccR,Cj30 sCj@ j@3 C,3 @CcjRawY i@Cc jCL3 c3aC3c cn<A
<3cjc j@j C,3 qRInL3c a3,@30 Ua3c3Nj I3q3Ic RNIw 8j3a j@3 LC0ATICR,3N3 ,ICLj3 RUjCLnL. sCj@
j@3 ~acj ∼ Sl Kwa R8 j@3 jCL3 c3aC3c ,@a,j3aCc30 $w cC<NC~,NjIw cLII3a URIa C,3 ,Rq3a j@N j
Ua3c3Nj 0wY i@3 N3j 0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3 a3,@3c ∼ SYf◦ Rq3a j@3 l9AKwa jCL3 sCN0Rs s@3N
j@3 ja0CjCRNI iTr j@3Raw R8 rn  T3IjC3a )SO4:* Cc 0RUj30 N0 j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw Cc
φ × ϹеИϹ T cY i@Cc N3j 0CcUI,3L3Nj Cc c3NcCjCq3 jR j@3 qCc,RcCjw V7C<na3 :YfW- CN0330. 03,a3cCN<
4z
j@3 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw 8aRL ϹеИД T c jR ϹеИϹ T c I30c jR  LRNRjRNC, CN,a3c3 CN j@3 N3j iTr
8aRL е.Д◦ jR И.И◦Y c CN Rna 3aIC3a cCLnIjCRNc. 0RUjCN< j@3 a3qCc30 aRjjCRN j@3Raw R8 KCjaRqC,
3j IY )lzz9* 3{3,jCq3Iw a3LRq3c j@Cc $,G<aRnN0 0aC8j CN j@3 URI3 URcCjCRN. s@C,@. 8Ra j@3 cL3 c3j
R8 LR03Ic. a3LCNc I3cc j@N е.Ϲ◦Y
:Y: 7ϔϩΞϣ `ζϨΞЁϡЅ
Ta3qCRnc cjn0C3c. $c30 RN  IRN<cjN0CN< j@3Ra3jC,I ja3jL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI cj$CICjw R8 N
C,3A<3 2aj@ )b$0CNC  T3IjC3a. SO4Sd rn  T3IjC3a. SO4:*. @q3 a<n30 j@j  Ua30C,j30 IRN<A
j3aL 0aC8j CN j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc VR8 Ra03a c3q3aI 03<a33cW Lw $3 a3cURNcC$I3 8Ra
jaNcCjCRNCN< j@3 2aj@ cwcj3L Rnj R8 j@3 C,3 <3 )b$0CNC 3j IY. SO4l. SO4k*Y `3,3Nj 0qN,3c
CN 2aj@ aRjjCRN j@3Raw )KCjaRqC, 3j IY. lzz9d +L$CRjjC 3j IY. lzSzd KCjaRqC,  r@a. lzSS*.
LRjCqj30 $w j@3 UCRN33aCN< cjn0w R8 MG0 )lzzl*. @q3 03LRNcjaj30 j@j j@3c3 ja0CjCRNI ja3jA
L3Njc R8 iTr @q3 nN03a3cjCLj30 j@3 $,G<aRnN0 3IICUjC,Cjw R8 j@3 2aj@ȕc ~<na3 N0. j@3a38Ra3.
j@3 cj$CICjw R8 j@3 aRjjCRN uCcY r3 @q3 NRj30 j@j j@3 a3qCc30 j@3RaC3c 0R NRj CN,In03 j@3 U3aLA
N3Nj c@C8j CN j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc. GNRsN c nNC0Ca3,jCRNI iTr. j@j Cc Ua30C,j30 $w
j@3 ja0CjCRNI ja3jL3Njc R8 C,3A<3 2aj@ aRjjCRNY r3 @q3 IcR 03q3IRU30 j@3 ~acj U@wcC,I N0
Lj@3LjC,I 8aL3sRaG 8Ra nN03acjN0CN< $Rj@ j@3 UU3aN,3 R8 j@Cc j3aL CN j@3 ja0CjCRNI aRjA
jCRN j@3Raw N0 Cjc $c3N,3 CN j@3 LRa3 ,,naj3. a3qCc30 j@3RawY 7naj@3aLRa3. s3 @q3 0RUj30 j@3
Ijj3a j@3Raw jR Ua30C,j C,3A<3ACN0n,30 iTr Rq3a cn,,3ccCq3Iw IRN<3a jCL3 CNj3aqIc. CN,In0CN< j@3
Icj S Kwa. k Kwa. N0 l9 KwaY r3 ~N0 j@j j@3 IRN<Aj3aL 0aC8j R8 j@3 aRjjCRN uCc Ua30C,j30 CN
Ua3qCRnc cjn0C3c 0CcUU3ac s@3N ncCN< j@3 a3qCc30 j@3Raw. N0 j@nc j@3 8,jRac j@j 0aRq3 j@3 2aj@
cwcj3L Rnj R8 j@3 Icj C,3 <3 Lncj $3 cRn<@j 3Ic3s@3a3Y
4S
iII ja33c ,j,@ j@3 <I3cY
+@CN3c3 UaRq3a$
5
iCL3A/3U3N03Nj `RjjCRNI bj$CICjw R8
i3aa3cjaCI TIN3jc
9YS BϩАЁϱβЛΫАϔϱϩ
`30CcjaC$njCRNc R8 Lcc RN  UIN3j. s@3j@3a 0aCq3N $w CNj3aNI UaR,3cc3c cn,@ c j@3aLR,@3LC,I
,RNq3,jCRN. 3uj3aNI UaR,3cc3c cn,@ c j@3 <aRsj@ N0 $IjCRN R8 C,3 c@33jc. Ra cRL3 ,RL$CNjCRN
R8 j@3 jsR V3Y<Y. qRI,NCcLW. sCII 0aCq3 a3RaC3NjjCRNc R8 j@3 aRjjCRN uCc a3IjCq3 jR j@3 cna8,3 <3A
R<aU@w Rq3a  $aR0 cU3,janL R8 jCL3c,I3cY HRN<Aj3aL. c3,nIa ,RLURN3Njc R8 j@Cc a3RaC3NjjCRN
a3 GNRsN c jan3 URIa sN03a V@3N,38Raj@. iTrWY
i@3 NIwcCc R8 j@3 aRjjCRNI cj$CICjw R8 j3aa3cjaCI UIN3jc. N0 CN UajC,nIa iTr. Cc  ,IccC,
UaR$I3L j@j 0j3c. CN j@3 <3RU@wcC,I ICj3ajna3. jR j@3 ,NRNC,I LC0Alzj@A,3Njnaw cjn0w R8 ;RI0
)SO99*Y ;RI0ȕc ,RN,3UjnI LR03I R8 IR0ACN0n,30 iTr Cc CIIncjaj30 c,@3LjC,IIw CN 7C<na3 9YSY
B0 B1 B2 B3 B4 B5
C0 C1 C2 C3 C4 C5
A0 A1 A2 A3 A4 A5
)LJXUH  6FKHPDWLF LOOXVWUDWLRQ RI WKH SK\VLFV RI 73: 7KH JUHHQ GLVN UHSUHVHQWV DQ LQWHUQDO ORDG WKH VROLG
EOXH RXWHU VKHOO LV DQ HODVWLF OLWKRVSKHUH WKH VROLG DUURZ ZLWK VSLQ DQG 73: GLUHFWLRQV VSHFLÀHG QHDU WKH WLS LV
WKH URWDWLRQ YHFWRU DQG WKH ORQJGDVKHG DUURZV DUH SUHYLRXV URWDWLRQ YHFWRUV ZLWKLQ WKH VDPH VHULHV 2Q HDFK
IUDPH WKH VKRUWGDVKHG OLQH ZLWKLQ WKH LQWHULRU RI WKH PRGHO SODQHW GHQRWHV WKH SODQH RI WKH URWDWLRQDO EXOJH ZKLOH
WKH GRWWHG OLQH LV WKH URWDWLRQDO HTXDWRU LH ◦ IURP WKH FRQWHPSRUDQHRXV URWDWLRQ D[LV 5RZV $ DQG %
WUHDW FDVHV ZKHUH WKH URWDWLRQDO EXOJH FDQ XOWLPDWHO\ UHOD[ SHUIHFWO\ WR DQ\ FKDQJH LQ WKH RULHQWDWLRQ RI WKH URWD
WLRQ D[LV ZKHQHYHU WKLV RFFXUV WKH D[LV RI WKH EXOJH DQG WKH HTXDWRU GHQRWHG E\ WKH VKRUWGDVKHG DQG GRWWHG
OLQHV UHVSHFWLYHO\ ZLOO FRLQFLGH ,Q WKLV FDVH ZKLFK LV WKH VFHQDULR GLVFXVVHG E\ *ROG >@ DQ HTXLOLEULXP
WKHRU\ SUHGLFWV WKDW 73: ZLOO XOWLPDWHO\ UHRULHQW WKH ORDG WR WKH HTXDWRU IUDPHV $ RU % 5RZ & VKRZV WKH
FDVH ZKHUH WKH LQLWLDO VWDWH LV K\GURVWDWLF EXW ZKHUH DQ\ UHDGMXVWPHQW RI WKH EXOJH ZLOO LQWURGXFH HODVWLF VWUHVVHV
LQ WKH LQLWLDOO\ XQVWUHVVHG OLWKRVSKHUH ,Q WKLV FDVH WKH URWDWLRQDO EXOJH FDQQRW DGMXVW SHUIHFWO\ WR D FKDQJH LQ
WKH RULHQWDWLRQ RI WKH URWDWLRQ D[LV DQG WKH ÀQDO SRVLWLRQ RI WKH ORDG ZLOO QRW EH WKH HTXDWRU IUDPH & 7KLV ÀQDO
VWDWH LV SUHGLFWHG E\ WKH HTXLOLEULXP WKHRU\ RI 0DWVX\DPD HW DO >@ VHH HTXDWLRQ  DQG LW LV JRYHUQHG E\
D EDODQFH EHWZHHQ WKH ORDGLQGXFHG IRUFLQJ DQG WKH UHVLVWDQFH SURYLGHG E\ WKH HODVWLF OLWKRVSKHUH WKH ODWWHU VWD
ELOLVDWLRQ LV WHUPHG WKH ¶UHPQDQW EXOJH· VHH DOVR :LOOHPDQQ >@ 7KH VFKHPDWLFV LQ WKH ÀJXUH DUH VKRZQ LQ
D UHIHUHQFH IUDPH À[HG WR WKH ORFDWLRQ RQ WKH ORDG :KLOH WKH ÀJXUH SUHVHQWV WKH FDVH RI DQ LQWHUQDO ORDGLQJ WKH
VDPH SK\VLFV DSSOLHV WR H[WHUQDO ORDGV KRZHYHU LQ WKLV FDVH WKH QROLWKRVSKHUH VFHQDULR VKRZQ LQ URZ $ PXVW
DVVXPH WKDW WKH VXUIDFH PDVV ORDG LV QHYHU IXOO\ FRPSHQVDWHG
4k
r3 $3<CN sCj@  aRjjCN< UIN3j s@Rc3 <aqCjjCRNI ~<na3 @c 8nIIw a3Iu30 jR N CLURc30 ,3NA
jaC8n<I URj3NjCI. CY3Y.  UIN3j sCj@  @w0aRcjjC, ~<na3 V7C<na3 9YSSWY B8 j@3 UIN3j Cc cn$E3,j jR 
URcCjCq3 IR0. j@3N j@3 IR0 sCII $3 j@aRsN Rnjsa0c jRsa0 j@3 3\njRa. Ra. 8Ra N R$c3aq3a ~u30 jR
j@3 UIN3j. j@3 URI3 sCII LC<aj3 VRa sN03aW sw 8aRL j@3 IR0 V7C<na3 9YSlWY i@Cc sN03a sCII
$3 RUURc30 $w j@3 aRjjCRNI $nI<3. cCN,3 Cj a3Ua3c3Njc N 3u,3cc Lcc j@j sCII a3cCcj 0CcUI,3L3Nj
R{ j@3 3\njRaY ?Rs3q3a. ;RI0 )SO99* a<n30 j@j j@Cc a3cCcjN,3 Cc jaNcC3Nj. cCN,3 j@3 2aj@ sCII
qCc,RncIw 038RaL CN a3cURNc3 jR j@3 U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI cR c jR $aCN< j@3 $nI<3 $,G
RNjR j@3 3\njRa V7C<na3 9YSkWY QN,3 j@Cc 0EncjL3Nj jG3c UI,3. j@3 IR0 Cc 8a33 jR LRq3 8aA
j@3a sw 8aRL j@3 aRjjCRN uCc N0 j@3 UaR,3cc sCII ,RNjCNn3 CN CN,a3L3NjI cj3Uc V7C<na3 9YS:W
nNjCI j@3 IR0 @c a3,@30 j@3 3\njRa V7C<na3 9YS9WY BN j@3 ,RN,3UjnI LR03I R8 ;RI0 )SO99*.
UIN3jaw aRjjCRN Cc CN@3a3NjIw nNcj$I3 $3,nc3  IR0 R8 Nw cCy3 sCII nIjCLj3Iw LC<aj3 jR j@3
3\njRaY
r3 ,N 3uj3N0 j@3c3 C03c jR j@3 @wURj@3jC,I ,c3 R8  UIN3j sCj@ N 3IcjC, ICj@RcU@3a3. j@3
CNCjCI ~<na3 R8 s@C,@ Cc NRj @w0aRcjjC, V7C<na3 9YS#SWY i@Cc ,c3 Cc ,RNcCcj3Nj sCj@  NRNAaRjjCN<.
cU@3aC,I UIN3j V7C<na3 9YS#zW sCj@ N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 j@j Cc cUnN nU jR  ~NI 8RaL CN s@C,@
II qCc,Rnc cja3cc3c @q3 a3Iu30Y c CN 7C<na3 9YSl. IR0CN< j@Cc UIN3j sCII 0aCq3 iTr. N0 j@Cc
URIa LRjCRN sCII L33j jaNcC3Nj a3cCcjN,3 8aRL  aRjjCRNI $nI<3 j@j sCII nIjCLj3Iw a3RaC3Nj U3aA
83,jIw jR Nw N3s aRjjCRNI cjj3 V7C<na3 9YS#kWY i@3 UaR,3cc sCII ,RNjCNn3 N0. RN,3 <CN. j@3
IR0 sCII a3,@ j@3 3\njRa V7C<na3 9YS#9WY i@3 G3w URCNj CN 7C<na3c 9YS N0 9YS# Cc j@j j@3 aRA
jjCRN uCc Cc CN@3a3NjIw nNcj$I3 s@3N3q3a j@3 aRjjCRNI $nI<3 ,N a3Iu cR j@j j@3 CNCjCI 8RaL
R8 j@3 UIN3j Cc a3A3cj$ICc@30 aRnN0 j@3 N3s aRjjCRNI cjj3. s@3j@3a j@Cc CNCjCI 8RaL Cc @w0aRA
cjjC, Ra NRjY BN j@Cc ,c3. CN j@3 j3aLCNRIR<w R8 ;RI0 )SO99*. j@3 aRjjCN< UIN3j Cc cC0 jR IRc3 II
L3LRaw R8 Ua3qCRnc aRjjCRNI cjj3cY
;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO* UaRqC030  j@3Ra3jC,I 8aL3sRaG 8Ra j@3 ,RN,3UjnI LR03I R8
;RI0 )SO99* N0 ,RNcC03a30 aRjjCRNI cj$CICjw CN j@3 ,c3 R8 LnIjCUI3 IR0cY i@3w 03LRNcjaj30.
8Ra cIRs ,@N<3c CN j@3 c@U3 R8  \ncCAaC<C0 $R0w. j@j j@3 N<I3 $3js33N j@3 N<nIa LRL3NA
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jnL q3,jRa N0 j@3 UaCN,CUI u3c Cc N 0C$jC, CNqaCNjY BN j@3 ,RNj3uj R8 iTr. j@Cc CNqaCA
N,3 L3Nc j@j j@3 aRjjCRN uCc sCII a3LCN IC<N30 sCj@ j@3 UaCN,CUI uCc R8 CN3ajC s@3N3q3a
,@N<3c CN j@3 c@U3 R8 j@3 UIN3j a3 cIRsY
Bj Cc CLURajNj jR NRj3 j@j ;RI0ȕc ,RN,3UjnI LR03I Ua30C,jc j@3 ~NI RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjA
jCRN uCc VCY3Y. 7C<na3c 9YS9. 9YS#9W. $nj NRj j@3 jCL3c,I3 R8 iTr VCY3Y. 7C<na3c 9YSSĢ:. 7C<A
na3c 9YS#SĢ#:WY  qaC3jw R8 L3j@R0RIR<C3c @q3 $33N 03q3IRU30 sCj@CN j@3 <3RU@wcC,I ICj3aA
jna3 jR 3cjCLj3 j@3 jCL3 03U3N03N,3 R8 iTr 0aCq3N $w LNjI3 ,RNq3,jCRN. CN,In0CN< $Rj@ NRNA
ICN3a )`C,a0 3j IY. SOOkd bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. lzzld icC  bj3q3NcRN. lzze* N0 ICN3aCc30
)+@N 3j IY. lzSSd +L$CRjjC 3j IY. lzSS* ja3jL3Njc R8 j@3 <Rq3aNCN< 3\njCRNcY `C,a0 3j IY
)SOOk* L03 nc3 R8 j@3 0C$jC, CNqaCN,3 03c,aC$30 $w ;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO* N0 CN,RaA
URaj30 U3ajna$jCRNc CN j@3 LRL3Nj R8 CN3ajC j3NcRa ccR,Cj30 sCj@- VCW jCL3A03U3N03Nj Lcc
a30CcjaC$njCRN. CN,In0CN< $RnN0aw 038RaLjCRNc. ccR,Cj30 sCj@ CNj3aNI ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<. N0
VCCW j@3 jCL3A03U3N03Nj. qCc,Rnc a3cURNc3 R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 jR j@3 U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NA
jCIY i@3w 3uUa3cc30 j@3 Ijj3a ,RNjaC$njCRN CN j3aLc R8  IRN<AjCL3c,I3. cwLUjRjC, 3uUNcCRN R8
j@3 qCc,R3IcjC, jC0I HRq3 NnL$3a j cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 lY
i@3 ,RN,3UjnI LR03I R8 ;RI0 )SO99* sc 3uj3N030 $w rCII3LNN )SO4:* )c33 IcR KjcnwL
3j IY. lzzf* jR CN,RaURaj3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ N 3IcjC, ICj@RcU@3a3. c CIIncjaj30 CN 7C<A
na3 9YS+Y +RNcC03a N CNCjCIIw @w0aRcjjC, UIN3j ,@a,j3aCc30 $w N nNcja3cc30 3IcjC, ICj@RcU@3a3
V7C<na3 9YS+SWY i@Cc cCjnjCRN Lw aCc3 CN c3q3aI swcY 7Cacj. N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 Lw <a0nA
IIw ,RRI Rnj R8  UaRjRAUIN3j j@j. j I3cj CNCjCIIw. @0 NR ICj@RcU@3a3Y BN j@Cc ,c3. j@3 ,a3jCRN
R8 N nNcja3cc30 3IcjC, IC0 sRnI0 NRj Ij3a j@3 <aqCjjCRNI ~<na3 R8 j@3 UIN3j VCY3Y. j@3 3qRInjCRN
8aRL 7C<na3 9YS+z jR +SWY Ij3aNjCq3Iw. RN3 ,N CL<CN3  UIN3j sCj@  aRjjCRN q3,jRa j@j @c
$33N cj$I3 Rq3a  jCL3c,I3 IRN< 3NRn<@ j@j j@3 qCc,Rnc cja3cc3c CN 3q3N  @C<@AqCc,RcCjw ICj@RA
cU@3a3 sRnI0 @q3 a3Iu30Y i@3 UIN3jc CN 7C<na3 9YS#S N0 7C<na3 9YS+S @q3 j@3 cL3 aRjjCRN
aj3d j@3 CLURajNj 0CcjCN,jCRN $3js33N j@3L Cc j@j j@3 ICj@RcU@3a3 CN j@3 8RaL3a Cc cja3cc30 CN j@3
Ua3AIR030 cjj3 N0. c  ,RNc3\n3N,3. j@3 <aqCjjCRNI ~<na3 R8 j@3 UIN3j Cc NRj @w0aRcjjC,Y c
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0Cc,ncc30 $w rCII3LNN )SO4:* N0 KjcnwL 3j IY )lzzf*. j@3 0CcjCN,jCRN @c UaR8RnN0 CLUIC,A
jCRNc 8Ra aRjjCRNI cj$CICjw )c33 IcR /a0C,@ 3j IY. lzz4*Y
+RNcC03a  c,3NaCR CN s@C,@ j@3 UIN3j CN 7C<na3 9YS+S Cc cn$E3,j jR  IR0Y c $38Ra3. j@3 URI3
sCII LRq3 sw 8aRL j@3 IR0. j@3 aRjjCRNI $nI<3 sCII ,j jR a3cCcj j@Cc LRjCRN. N0 j@Cc a3cCcA
jN,3 sCII <a0nIIw s3G3N c j@3 aRjjCRNI $nI<3 a30Encjc jR j@3 N3s RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN
uCcY ?Rs3q3a. CN ,RNjacj jR j@3 Ua3qCRnc c,3NaCRc. 3IcjC, cja3cc3c CN0n,30 CN j@3 ICj@RcU@3a3 $w
iTr sCII Ua3q3Nj j@3 aRjjCRNI $nI<3 8aRL 0EncjCN< U3a83,jIw jR j@3 N3s aRjjCRNI cjj3Y i@j Cc.
j@3 aRjjCRNI $nI<3 a3LCNc LCcIC<N30 sCj@ j@3 <3R<aU@C, 3\njRa CN 7C<na3 9YS+kY M3q3aj@3A
I3cc. j@3 VCLU3a83,jW 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 sCII U3aLCj 8naj@3a iTr N0 j@3 UaR,3cc
sCII ,RNjCNn3 nNjCI 3IcjC, cja3cc3c CN j@3 ICj@RcU@3a3 $IN,3 j@3 8Ra,CN< ccR,Cj30 sCj@ j@3 IR0
V7C<na3 9YS+9WY BN j@Cc ,c3. j@3 ~NI URcCjCRN R8 j@3 IR0 sCII NRj $3 j@3 3\njRaY i@3 cj$CICcjCRN
ccR,Cj30 sCj@ iTrACN0n,30 3IcjC, cja3cc3c Cc GNRsN c j@3 Ȕa3LNNj $nI<3ȕ )rCII3LNN. SO4:*
V7C<na3 9YS+9WY
rCII3LNN )SO4:* ,RN,In030 j@j j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN Cc CN03U3N03Nj R8 j@3 3IcjC,
j@C,GN3cc R8 j@3 ICj@RcU@3a3Y N 3uj3NcCRN N0 LCNRa ,Raa3,jCRN R8 @Cc 03aCqjCRN $w KjcnwL
3j IY )lzzf* 03LRNcjaj30. CN ,RNjacj. j@j j@3 L<NCjn03 R8 iTr sRnI0 $3 03U3N03Nj RN j@3
ICj@RcU@3aC, j@C,GN3ccd @Rs3q3a. j@Cc 03U3N03N,3 Cc RNIw cC<NC~,Nj 8Ra UIN3jc sCj@ a3IjCq3Iw j@CN
ICj@RcU@3a3cY c CN ;RI0 )SO99* N0 ;RI0a3C,@  iRRLa3 )SOfO*. rCII3LNN )SO4:* N0 KjA
cnwL 3j IY )lzzf* s3a3 ,RN,3aN30 sCj@ 3\nCIC$aCnL j@3RaC3c j@j Ua30C,j30 j@3 ~NI cjj3 R8 j@3
aRjjCRN uCc CN a3cURNc3 jR  IR0CN<Y
+@N 3j IY )lzSS* 03aCq30  ICN3aCc30 VqIC0 8Ra cLIIALUICjn03 iTrW. jCL3A03U3N03Nj ja3jA
L3Nj R8 ,RNq3,jCRNA0aCq3N iTr j@j CN,RaURaj30 cj$CICcjCRN $w $Rj@ j@3 a3LNNj $nI<3 N0 j@3
03Iw30 qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3Y BN j@Cc UU3a. s3 03aCq3  NRNAICN3a. jCL3A
03U3N03Nj aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw j@j CN,RaURaj3c $Rj@ R8 j@3c3 cj$CICcjCRN L3,@NCcLcY BN
Rna 03aCqjCRN. j@3 ~acj R8 j@3c3 cj$CICcjCRN L3,@NCcLc Cc CN,RaURaj30 ncCN< j@3 L3j@R0 ~acj
RnjICN30 $w `C,a0 3j IY )SOOk*Y i@3 03aCqjCRN Cc qIC0 8Ra $Rj@ CNj3aNI N0 3uj3aNI IR0CN<. N0
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s3 sCII 03c,aC$3 j@3 LR0C~,jCRNc N3,3ccaw jR LRq3 8aRL RN3 UUIC,jCRN jR j@3 Rj@3aY BN j@Cc a3A
<a0. RN3 LC<@j CNj3aUa3j j@Cc LNnc,aCUj c 3Cj@3a N 3uj3NcCRN R8 j@3 `C,a0 3j IY )SOOk* cjn0w jR
CN,RaURaj3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN. Ra N 3uj3NcCRN R8 j@3 3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 KjcnwL
3j IY )lzzf* jR ja3j jCL3A03U3N03Nj aRjjCRNI cj$CICjwY  Ua3ICLCNaw 0Cc,nccCRN R8 j@Cc 3uj3N030
j@3Raw. CN s@C,@ j@3 <Rq3aNCN< 3\njCRN sc UaRqC030 sCj@Rnj 03aCqjCRN. Lw $3 8RnN0 CN +a3q3IA
CN< 3j IY )lzSl*Y
BN j@3 N3uj c3,jCRN. s3 $3<CN sCj@  03jCI30 Lj@3LjC,I 03aCqjCRN R8 j@3 <Rq3aNCN< 3\nA
jCRNcY 7RIIRsCN< j@Cc. s3 Ua3c3Nj  c3aC3c R8 CIIncjajCq3 NnL3aC,I cCLnIjCRNc j@j 0RUj LR03I
UaL3j3ac ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 2aj@ N0 KacY `3,3Nj ~NCj3 3I3L3Nj LR03IICN< @c c@RsN j@j
j@3 2aj@ȕc $aRG3N ICj@RcU@3a3 @c N 3{3,jCq3 3IcjC, j@C,GN3cc LRa3 j@N N Ra03a R8 L<NCjn03
cLII3a j@N j@3 L3N UIj3 j@C,GN3cc s@3N ,RNcC03aCN< Cjc CLU,j RN aRjjCRNI cj$CICjw )+a3q3IA
CN< 3j IY. lzSl*Y BN j@3 cCLnIjCRNc 03c,aC$30 $3IRs. s3 <3N3aIIw 0RUj  ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc
R8 S9 GL. s@C,@ Cc $Rq3 j@3 nUU3a $RnN0 R8 Sz GL cn<<3cj30 $w +a3q3ICN< 3j IY )lzSl*d @Rs3q3a.
jR CIIncjaj3 j@3 U@wcC,c R8 j@3 cj$CICcjCRN s3 ,RNcC03a j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 a3cnIjc jR qaCjCRNc CN
j@Cc UaL3j3a Rq3a j@3 aN<3 R8 9Ģl9 GLY i@3 c,3NaCR CN 7C<na3 9YS+S Cc LRa3 0Ca3,jIw UUaRUaCA
j3 8Ra Kac. s@C,@ @c N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 sCj@  j@C,GN3cc R8 c3q3aI @nN0a30 GCIRL3ja3c. $nj 
8RaL j@j Cc q3aw ,IRc3 jR @w0aRcjjC, )/a0C,@ 3j IY. lzz4*Y
9Yl KΞАϑζϨΞАϔΫΞϣ 7ϱЁϨЛϣΞАϔϱϩ
9YlYS +ϱϩЅζЁЦΞАϔϱϩ ϱυ 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BN  aC<C0 $R0w cn$E3,j jR NR 3uj3aNI jRa\n3c. N<nIa LRL3NjnL Cc ,RNc3aq30 N0 jCL3 qaCjCRNc
CN j@3 N<nIa q3IR,Cjw q3,jRa. ǭ. a3 <Rq3aN30 $w j@3 cjN0a0 2nI3a 3\njCRN.
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0j + ǭ × H = е . V9YSW
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s@3a3 H Cc j@3 N<nIa LRL3NjnL q3,jRaY i@3 ~acj j3aL RN j@3 I38jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YSW
a3Ua3c3Njc j@3 ,@N<3 R8 H c L3cna30 $w N R$c3aq3a ~u30 jR j@3 aRjjCN< $R0w. s@CI3 j@3 cnL
R8 j@3 jsR j3aLc Cc j@3 ,@N<3 L3cna30 $w N R$c3aq3a CN CN3ajCI cU,3Y r@3N j@3 $R0w Cc 03A
8RaL$I3. j@3 LRL3Nj R8 CN3ajC j3NcRa. B. $3,RL3c qaC$I3 CN jCL3. cn,@ j@j H(j) = B(j) · ǭ(j)Y
BN j@Cc ,c3. C8 j@3 ,RRa0CNj3 cwcj3L Cc ,@Rc3N jR ,RCN,C03 sCj@ j@3 CNcjNjN3Rnc UaCN,CUI3 u3c R8
B(j). 3\njCRN V9YSW <3N3aICc3c CNjR j@3 cRA,II30 HCRnqCII3 3\njCRNY
BN <3RU@wcC,I UUIC,jCRNc. j@3 $aR0 cU3,janL R8 jCL3 qaC$CICjw CN $Rj@ B N0 ǭ LG3c Cj
,@II3N<CN<. CN <3N3aI. jR cRIq3 j@3 NRNAICN3a HCRnqCII3 3\njCRNY c  ,RNc3\n3N,3. UaR$I3Lc
CNqRIqCN< jCL3c,I3c Ln,@ IRN<3a j@N  w3a @q3 $33N cRIq30 ncCN< qaCRnc UUaRuCLjCRNcY 7Ra
3uLUI3. CN j@3 ,c3 s@3a3 U3ajna$jCRNc jR $Rj@ B N0 ǭ a3 a3IjCq3Iw cLII. j@3 2nI3a 3\njCRN
,N $3 ICN3aCc30 aRnN0 N CNCjCI cjj3Y i@Cc UUaR,@ @c $33N j@3 cjN0a0 L3j@R0RIR<w CN Ua3A
0C,jCN< U3ajna$jCRNc CN 2aj@ aRjjCRN 0aCq3N $w C,3A<3 IR0CN<. s@3a3 iTr Cc R8 Ra03a Ϲ◦ Ra I3cc
)b$0CNC  T3IjC3a. SO4Sd rn  T3IjC3a. SO4:d KCjaRqC, 3j IY. lzz9*Y BN j@Cc a3<a0. KCjaRqC,
3j IY )lzz9* 03LRNcjaj30 j@j ja0CjCRNI C,3A<3 8RaLnIjCRNc )b$0CNC  T3IjC3a. SO4Sd rn 
T3IjC3a. SO4:d KCjaRqC,  KCIN3. SOO4* CNjaR0n,30 cC<NC~,Nj 3aaRa CN Ua30C,jCN< iTr $w C<NRaA
CN< cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ $Rj@ j@3 a3LNNj $nI<3 V7C<na3 9YS+W N0 IRN<Aj3aL Va3IjCq3 jR
C,3A<3 jCL3c,I3cW 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3 2aj@ȕc ~<na3Y
+@N 3j IY )lzSS* 3uj3N030 j@3 ICN3aCc30 KCjaRqC, 3j IY )lzz9* 8RaLnIjCRN jR ,RNcC03a
iTr 0aCq3N $w LNjI3 ,RNq3,jCRNd j@3w a<n30 j@j j@3 3aaRa CN,naa30 CN cn,@ Ua30C,jCRNc Cc RNIw
∼ Ϲе%ĢИе% s@3N iTr R8 ∼ ωе◦ Cc 0aCq3N $w CNj3aNI ,RNq3,jCq3 8Ra,CN< ,RN,3Njaj30 j LC0A
IjCjn03cY i@3 +@N 3j IY )lzSS* cj$CICjw j@3Raw CN,RaURaj3c cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ $Rj@
j@3 03Iw30. qCc,R3IcjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 N0 3IcjC, cja3N<j@ CN j@3 ICj@RcU@3a3
VCY3Y. j@3 a3LNNj $nI<3WY
 qaC3jw R8 Rj@3a L3j@R0RIR<C3c @q3 $33N 03q3IRU30 jR LR03I ,RNq3,jCRNA0aCq3N iTr )`CA
,a0 3j IY. SOOkd bj3CN$3a<3a  Qȕ+RNN3II. lzzld icC  bj3q3NcRN. lzze*Y Q8 UajC,nIa CNj3a3cj
@3a3 Cc j@3 `C,a0 3j IY )SOOk* UUaR,@. s@C,@ @c ,RLLRNIw $33N 0RUj30 sCj@CN j@3 LNjI3
44
,RNq3,jCRN ,RLLnNCjw )3Y<Y `C,@a0c 3j IY. SOOO*Y i@3Ca ja3jL3Nj cRIq3c 3\njCRN V9YSW nN03a j@3
ccnLUjCRN R8 q3aw IRN< jCL3c,I3 8Ra,CN< N0 CN,In03c cj$CICcjCRN 0n3 jR 03Iw30 0EncjL3Nj R8
j@3 $nI<3 V$nj NRj j@3 a3LNNj $nI<3Wd CN j@Cc Vq3aw IRN< jCL3c,I3W ,c3. j@3 <Rq3aNCN< 3\njCRN
a30n,3c jR N 3C<3NqIn3 UaR$I3L );RI0. SO99d H3{jy. SOOSd `C,a0 3j IY. SOOk*-
Bǭ = Ƈ ǭ Y V9YlW
BN j@Cc ,c3. j@3 3qRInjCRN R8 ǭ Lw $3 ,I,nIj30 $w 0C<RNICcCN< B j 3,@ jCL3 cj3UY
BN j@3 03aCqjCRNc $3IRs. s3 0RUj j@3 UUaRuCLjCRN CN@3a3Nj jR 3\njCRN V9YlW. N0 j@3 UaR$A
I3L a30n,3c jR ~N0CN< II ,RNjaC$njRac jR j@3 LRL3Nj R8 CN3ajC j3NcRa. BY BN <3N3aI. j@Cc j3NcRa
,N $3 03,RLURc30 CNjR j@a33 ,RLURN3Njc- VCW j@3 CNCjCI V$,G<aRnN0W 3\nCIC$aCnL 8RaL R8 j@3
UIN3j. VCCW Nw 038RaLjCRNc R8 j@3 UIN3j aCcCN< 8aRL U3ajna$jCRNc CN j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI.
N0 VCCCW Lcc IR0c N0 j@3Ca ccR,Cj30 $RnN0aw Vcna8,3 Ra CNj3aNIW 038RaLjCRNcY
9YlYl pϔЅΫϱζϣΞЅАϔΫ HϱЦζ MЛϨΪζЁЅ
7Ra  cU@3aC,IIw cwLL3jaC,. ICN3a qCc,R3IcjC, $R0w. j@3 038RaLjCRN ,RLURN3Njc sCj@CN j@3 ,RNA
jaC$njCRNc VCCW N0 VCCCW R8 j@3 Icj Ua<aU@ a3 ,RLLRNIw 03c,aC$30 CN j3aLc R8 IR0 N0 jC0I VRa
jC0I 3{3,jCq3W qCc,R3IcjC, G HRq3 NnL$3ac j cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 l )T3IjC3a. SOe:*Y BN j@3
jCL3 0RLCN. j@3c3 HRq3 NnL$3ac Lw $3 saCjj3N. a3cU3,jCq3Iw. c
GH(j,Hi) = GH,2ñ(j) +
F∑
G=Ϲ
a′G3−cGj . V9YkW
Gi(j,Hi) = Gi,2ñ(j) +
F∑
G=Ϲ
a′′G 3−cGj . V9Y:W
s@3a3 j@3 cnU3ac,aCUj 2 03NRj3c j@3 3IcjC, ,RLURN3Nj R8 j@3 HRq3 NnL$3ac. ñ(j) Cc j@3 /Ca, 03Ij
8nN,jCRN. a′G N0 a′′G a3 j@3 LUICjn03c R8  c3j R8 F NRaLI LR03c R8 qCc,R3IcjC, 03,w ccR,Cj30
4O
sCj@ j@3 IR0 N0 jC0I a3cURNc3. a3cU3,jCq3IwY i@3 cG a3 j@3 ccR,Cj30 ,@a,j3aCcjC, 03,w jCL3c
8Ra j@3c3 LR03c. s@C,@ a3 j@3 cL3 8Ra $Rj@ j@3 IR0CN< N0 jC0I a3cURNc3cY i@3 LUICjn03c N0
03,w jCL3c a3  8nN,jCRN R8 j@3 CNj3aNI cjan,jna3 R8 j@3 UIN3jY 7Ra a3cRNc j@j sCII $3,RL3
,I3a $3IRs. s3 @q3 L03 j@3 03U3N03N,3 R8 j@3 HRq3 NnL$3ac RN j@3 3IcjC, j@C,GN3cc R8 j@3
ICj@RcU@3a3. Hi. 3uUIC,CjY BN j@3 HUI,3AjaNc8RaL 0RLCN VCY3Y. cA0RLCNW. j@3 HRq3 NnL$3ac @q3
j@3 8RaL
GH(c,Hi) = GH,2 +
F∑
G=Ϲ
a′G
c+ cG
. V9Y9W
Gi(c,Hi) = Gi,2 +
F∑
G=Ϲ
a′′G
c+ cG
Y V9YfW
iGCN< j@3 ICLCj c c→ е. s3 @q3 j@3 cRA,II30 nC0 HRq3 NnL$3ac.
GH8 (Hi) = GH,2 +
F∑
G=Ϲ
a′G
cG
. V9YeW
Gi8 (Hi) = Gi,2 +
F∑
G=Ϲ
a′′G
cG
Y V9Y4W
i@3 nC0 HRq3 NnL$3ac ,@a,j3aCc3 j@3 a3cURNc3 R8 j@3 UIN3j 8j3a II qCc,Rnc cja3cc3c @q3 a3A
Iu30d j@3w a3 03U3N03Nj RN j@3 j@C,GN3cc R8 j@3 Una3Iw 3IcjC, ICj@RcU@3a3. $nj NRj RN qCc,RcCjwY
i@3 @w0aRcjjC, a3cURNc3 R8 j@3 UIN3j ,N $3 3uUa3cc30 ncCN< nC0 HRq3 NnL$3ac sCj@ Hi = еY
7RIIRsCN< KjcnwL 3j IY )lzzf*. s3 sCII 03NRj3 j@3c3 cU3,CI VHi = еW ,c3c c Gi,∗8 N0 GH,∗8 .
a3cU3,jCq3IwY
BN j@3 N3uj cn$c3,jCRN. s3 ,RNcC03a j@3 ,c3 s@3a3 iTr 0aCq3N $w V3uj3aNI Ra CNj3aNIW IR0A
CN< Cc RNIw cj$CICc30 $w j@3 03Iw30. qCc,R3IcjC, 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3. CY3Y. j@3 ,c3c
c@RsN $w 7C<na3 9YS N0 #Y 7RIIRsCN< j@Cc. s3 3uj3N0 j@3 j@3Ra3jC,I 8RaLnIjCRN jR CN,RaURaj3
cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3. c CN 7C<na3 9YS+Y
Oz
9YlYk iЁΞϩЅϔζϩА bАΞΪϔϣϔЅΞАϔϱϩ ΪЭ Аϑζ `ϱАΞАϔϱϩΞϣ #Лϣόζ
BN j@3 CNCjCI. nNU3ajna$30 cjj3. s3 0RUj  ,RARa0CNj3 cwcj3L IC<N30 sCj@ j@3 UaCN,CUI uCc R8
CN3ajC. cn,@ j@j j@3 N<nIa q3IR,Cjw q3,jRa Cc <Cq3N $w Ǭ = [е, е,Ǭ]Y KGCN< nc3 R8 qCc,R3IcjC,
HRq3 NnL$3a j@3Raw.  <3N3aI 3uUa3ccCRN 8Ra j@3 jCL3A03U3N03Nj CN3ajC j3NcRa CN j@3 c,3NaCRc R8
7C<na3c 9YS N0 9YS# Cc <Cq3N $w
BCE(j) = BеñCE + 
φ
Д; G
i
8 (Hi)ǬИ
(
ñCД − ϹД
)
ñCE
+
φ
Д; G
i(j,Hi) ∗
{[
ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
− ǬИ
(
ñCД − ϹД
)
ñCE
}
+ BHCE(j) . V9YOW
s@3a3 ñCE Cc j@3 FaRN3,G3a 03Ij.  Cc j@3 a0Cnc R8 j@3 2aj@. ; Cc j@3 <aqCjjCRNI ,RNcjNj. ǭ Cc
j@3 L<NCjn03 R8 j@3 ǭ q3,jRa. N0 j@3 ∗ 03NRj3c  jCL3 ,RNqRInjCRNY i@3 ~acj jsR j3aLc RN j@3
aC<@jA@N0 cC03 R8 j@3 3\njCRN a3Ua3c3Nj j@3 CN3ajC j3NcRa CN j@3 CNCjCI. Ua3AIR030 cjj3 R8 j@3
UIN3j V7C<na3 9YSS. s@3a3 Hi = е. N0 7C<na3 9YS#S. s@3a3 Hi ̸= еWY i@3 ~acj R8 j@3c3 j3aLc
Cc j@3 LRL3Nj R8 CN3ajC R8 j@3 cU@3aC,I. NRNAaRjjCN< UIN3jd j@3 c3,RN0 Cc j@3 VCN~NCj3AjCL3W 03A
Uajna3 8aRL cU@3aC,Cjw 0aCq3N $w j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI ccR,Cj30 sCj@ j@3 CNCjCI N<nIa q3IR,A
Cjw q3,jRa. ǬY i@3 j@Ca0 j3aL CNqRIq3c  jCL3 ,RNqRInjCRN $3js33N j@3 jC0I HRq3 NnL$3a N0 j@3
U3ajna$jCRN CN j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI 8aRL j@Cc CNCjCI cjj3Y i@Cc jCL3 ,RNqRInjCRN CNjaR0n,3c 
03Iw30. qCc,Rnc a3cURNc3 R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 jR j@3 3qRIqCN< aRjjCRN q3,jRa. N0 j@Cc 03Iw ,jc
jR cj$CICc3 j@3 URI3 )`C,a0 3j IY. SOOk*Y i@3 Icj j3aL Cc j@3 IR0 CN3ajC j3NcRa V,RNjaC$njCRN VCCCW
CN j@3 Icj Ua<aU@ R8 Ƚ 9YlYSWY
iϑζ 2ЀЛϔϣϔΪЁϔЛϨ iϑζϱЁЭ ϱυ ;ϱϣβ )SO99*
i@3 U@wcC,c 03c,aC$30 $w ;RI0 )SO99* sc ,RN,3aN30 sCj@ j@3 a3cURNc3 R8 j@3 aRjjCN< cwcj3L
Rq3a jCL3c,I3c Ln,@ IRN<3a j@N j@Rc3 j@j <Rq3aN j@3 qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3Y
BN j@Cc ICLCj. j@3 LR03c R8 qCc,R3IcjC, 03,w ccR,Cj30 sCj@ j@3 Gi HRq3 NnL$3a sCII $3 8nIIw
OS
a3Iu30. N0 3\njCRN V9YOW cCLUIC~3c jR
BCE(j) = BеñCE + 
φ
Д; G
i
8 (Hi)
[
ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
+ BHCE(j) Y V9YSzW
i@3 ~acj jsR j3aLc RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 a3Ua3c3Nj j@3 a3cURNc3 R8 j@3 UIN3j CN j@3 nC0 ICLCj jR
j@3 Vq3aw cIRsIwW 3qRIqCN< ,3NjaC8n<I URj3NjCIY i@Cc cRA,II30 3\nCIC$aCnL 8RaL CN0C,j3c j@j. nNA
03a j@3 ccnLUjCRNc nc30 jR 03aCq3 3\njCRN V9YOW. j@3 aRjjCRNI $nI<3 nIjCLj3Iw 0Encjc U3a83,jIw
jR Nw ,@N<3c CN j@3 N<nIa q3IR,Cjw q3,jRa. ǭY c 0Cc,ncc30 $Rq3. iTr Cc ,RLUnj30 $w UUIwA
CN< j@3 3uUa3ccCRN 3\njCRN V9YSzW CN j@3 3C<3NqIn3 3\njCRN V9YlWY BN j@Cc ,c3. j@3 3\nCIC$aCnL
8RaL 0R3c NRj ,RNjaC$nj3. N0 j@3 jCL3A03U3N03Nj RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc VCY3Y. iTrW Cc
<Cq3N $w j@3 UaCN,CUI uCc R8 j@3 IR0 CN3ajC j3NcRa BHCE(j) sCj@ LuCLnL LRL3Njd @3N,3. j@3 IR0
sCII Iswc a3,@ j@3 3\njRa V7C<na3c 9YS9 N0 #9WY i@3 c,3NaCRc c@RsN CN aRsc  N0 # R8
7C<na3 9YS a3 0CcjCN<nCc@30 $w j@3 ,@RC,3 R8 HiY BN j@3 8RaL3a ,c3. s@3a3 Hi = е. j@3 UIN3j Cc
CN @w0aRcjjC, 3\nCIC$aCnL CN $Rj@ j@3 CNCjCI N0 ~NI cjj3c V7C<na3c 9YSS N0 9WY
iϑζ `ϔΫΞЁβ ζА ΞϣY )SOOk* 7ϱЁϨЛϣΞАϔϱϩ
r@3a3c ;RI0 )SO99* sc ,RN,3aN30 sCj@ j@3 ~NI. 3\nCIC$aCnL cjj3 R8 j@3 IR0. `C,a0 3j IY
)SOOk* sc ,RN,3aN30 sCj@ j@3 jCL3c,I3 R8 URIa LRjCRN jRsa0c j@Cc cjj3d j@j Cc. j@3 jCL3A
03U3N03Nj 3qRInjCRN c@RsN c,@3LjC,IIw CN 7C<na3c 9YSlĢ9 Ra 9YS#lĢ#9Y i@Cc jCL3 03U3NA
03N,3 Cc <Rq3aN30 $w 3\njCRN V9YOWY B8 s3 RN,3 <CN ,RII3,j N0 ,N,3I j@3 j3aLc CN Ǭ. j@Cc 3\nA
jCRN cCLUIC~3c jR
BCE(j) = BеñCE + 
φ
Д; G
i(j,Hi) ∗
[
ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
+ BHCE(j) Y V9YSSW
`C,a0 3j IY )SOOk* nc30 j@3 ,RNqRInjCRN j@3Ra3L jR 3uUa3cc j@3 jCL3 ,RNqRInjCRN CN
3\njCRN V9YSSW c  cCLUI3 LnIjCUIC,jCRN CN j@3 HUI,3 jaNc8RaL VcW 0RLCNY BN j@Cc ,RNj3uj.
Ol
j@3w 03aCq30 j@3 8RIIRsCN< UUaRuCLjCRN 8Ra j@3 cA0RLCN Gi HRq3 NnL$3a CN j@3 cLII c ICLCj-
Gi(c,Hi) ≈ Gi8 (Hi) [Ϲ− iϹc] . V9YSlW
s@3a3
iϹ ≡ ϹGi8 (Hi)
F∑
G=Ϲ
a′′G
cИG
Y
i@3 cLIIAc UUaRuCLjCRN Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 ccnLUjCRN R8  IRN<AjCL3c,I3 8Ra,CN< j@j U3aA
LCjc j@3 UUIC,jCRN R8 j@3 3C<3NqIn3 UUaR,@ V3\njCRN 9YlW 8Ra Ua30C,jCN< iTrY mcCN< j@3 3uA
Ua3ccCRN V9YSlW CN j@3 cA0RLCN 8RaL R8 3\njCRN V9YSSW. N0 CNq3ajCN< j@3 a3cnIj $,G CNjR j@3 jCL3
0RLCN. wC3I0c )`C,a0 3j IY. SOOk*
BCE(j) = BеñCE + 
φ
Д; G
i
8 (Hi)
[
ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
− 
φ
Д; G
i
8 (Hi) iϹ
[
ǭ˙C(j)ǭE(j) + ǭC(j)ǭ˙E(j)− ИДǭℓ(j)ǭ˙ℓ(j)ñCE
]
+ BHCE(j) Y V9YSkW
7RIIRsCN< 3\njCRN V9YlW. `C,a0 3j IY )SOOk* ,RLUnj30 iTr $w ja,GCN< j@3 jCL3A03U3N03Nj
UaCN,CUI uCc R8 j@3 CN3ajC j3NcRa BCE(j) sCj@ LuCLnL LRL3NjY c CN j@3 Icj c3,jCRN. j@3 ~acj
jsR j3aLc RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YSkW. s@C,@ a3Ua3c3Nj j@3 3\nCIC$aCnL 8RaL. 0R NRj
CLU,j j@3 0C<RNICyjCRN. N0 j@nc j@3 a3RaC3NjjCRN Cc <Rq3aN30 $w  ,RLU3jCjCRN $3js33N j@3
0aCqCN< 8Ra,3 8Ra iTr VBHCE(j)W N0 j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 03Iw30 qCc,Rnc 0EncjL3Nj
R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 Vj@3 j@Ca0 j3aL RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN 9YSkWY
9YlY: BϩΫϱЁϿϱЁΞАϔϩό bАΞΪϔϣϔЅΞАϔϱϩ ΪЭ Аϑζ `ζϨϩΞϩА #Лϣόζ
c 03c,aC$30 CN j@3 ,RNj3uj R8 7C<na3 9YS+. a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN aCc3c s@3N j@3 a3cURNc3
R8 j@3 aRjjCN< UIN3j jR  U3ajna$30 ,3NjaC8n<I URj3NjCI Cc <Rq3aN30 $w  UIN3jaw LR03I sCj@ N
3IcjC, ICj@RcU@3aC, j@C,GN3cc j@j Cc 0C{3a3Nj 8aRL j@3 j@C,GN3cc ccR,Cj30 sCj@ j@3 aRjjCRNI 8RaL
Ok
R8 j@3 $,G<aRnN0 VCY3Y. CNCjCI. Ua3AIR0CN<W cjj3Y BN j@3 ,c3 R8 7C<na3 9YS+. j@3 $,G<aRnN0 cjj3
Cc @w0aRcjjC,. $nj j@3 UIN3jaw a3cURNc3 jR j@3 3qRIqCN< ,3NjaC8n<I URj3NjCI Cc 03j3aLCN30 $w 
LR03I sCj@ Hi ̸= еY
i@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN ccR,Cj30 sCj@ j@Cc c,3NaCR ,N $3 03aCq30 $w a3UI,CN< Gi8 (Hi)
CN j@3 c3,RN0 j3aL R8 j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YOW sCj@ j@3 nC0 HRq3 NnL$3a <Rq3aNCN<
j@3 @w0aRcjjC, 8RaL. Gi,∗8 Y i@Cc wC3I0c
BCE(j) = BеñCE + 
φ
Д; G
i,∗
8 ǬИ
(
ñCД − ϹД
)
ñCE
+
φ
Д; G
i(j,Hi) ∗
{[
ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
− ǬИ
(
ñCД − ϹД
)
ñCE
}
+ BHCE(j) Y V9YS:W
i@3 ~acj jsR j3aLc RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 a3Ua3c3Nj j@3 CNCjCI. @w0aRcjjC, cjj3 V7C<na3 9YS+SWY
c CN 3\njCRN V9YOW VRa 3\njCRN 9YSkW. j@3 j@Ca0 j3aL CNjaR0n,3c  03Iw30. qCc,Rnc a3cURNc3 R8
j@3 aRjjCRNI $nI<3 jR j@3 3qRIqCN< aRjjCRN q3,jRaY ?Rs3q3a. CN ,RNjacj jR j@Cc 3aIC3a 3\njCRN.
j@3 aRjjCRNI $nI<3 ,NNRj 0Encj U3a83,jIw jR  U3ajna$jCRN CN URI3 URcCjCRN VCY3Y. CN j@3 IRN<Aj3aL
nC0 ICLCj. j@3 jsR j3aLc CNqRIqCN< Ǭ RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YS:W 0R NRj ,N,3IW N0
j@Cc NRNA,N,3IjCRN <Cq3c aCc3 jR j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRNY r3 ,N a3aaN<3 3\njCRN V9YS:W
$w ,RII3,jCN< j@3 jsR j3aLc CN ǬY i@Cc 3u3a,Cc3 wC3I0c
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N0 cC03. s@C,@ Cc  8nN,A
jCRN R8 j@3 0C{3a3N,3 $3js33N j@3 nC0 G HRq3 NnL$3a 8Ra j@3 jsR UIN3jaw LR03Ic sCj@ N0 sCj@A
Rnj N 3IcjC, ICj@RcU@3a3Y MRj3 j@j C8 s3 c3j Hi = е. j@Cc cj$CICcjCRN 0CcUU3acY
B8 s3 RN,3 <CN UUIw $Rj@ j@3 cLIIAc UUaRuCLjCRN jR j@3 cA0RLCN 8RaL R8 j@3 Gi HRq3
O:
NnL$3a V3\njCRN 9YSlW N0 j@3 ,RNqRInjCRN j@3Ra3L jR 3\njCRN V9YS9W. s3 aaCq3. 8j3a cRL3 LCA
NRa a3aaN<3L3Nj. j j@3 a3cnIj
BCE(j) = BеñCE + 
φ
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ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
+
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[
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]
+ BHCE(j) Y V9YSfW
mcCN< 3\njCRN V9YSfW CN j@3 3C<3NqIn3 3\njCRN V9YlW wC3I0c  jCL3A03U3N03Nj. NRNAICN3a j@3Raw
R8 iTr j@j CN,RaURaj3c cj$CICcjCRN 0n3 jR $Rj@ j@3 03Iw30. qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI
$nI<3 N0 j@3 a3LNNj $nI<3Y c $38Ra3. j@3 ~acj jsR j3aLc RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 j@3 3\njCRN
Vj@3 3\nCIC$aCnL 8RaLW 0R NRj CLU,j j@3 0C<RNICcjCRN. N0 j@nc j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN
uCc Cc <Rq3aN30 $w  ,RLU3jCjCRN $3js33N j@3 0aCqCN< 8Ra,3 8Ra iTr VBHCE(j)W N0 j@3 cj$CICcjCRNc
ccR,Cj30 sCj@ $Rj@ j@3 03Iw30 qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 N0 j@3 a3LNNj $nI<3
Vj@3 8Rnaj@ N0 j@Ca0 j3aLc RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YSfW. a3cU3,jCq3IwWY
BN NIR<w sCj@ Ƚ 9YlYk V3\njCRN 9YSzW. s3 ,N nc3 j@3 $Rq3 3\njCRNc jR 03aCq3 N 3uUa3cA
cCRN 8Ra j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN CN j@3 ,c3 s@3N j@3 0aCqCN< IR0 Cc UUIC30 Rq3a jCL3c,I3c
Ln,@ IRN<3a j@N j@Rc3 j@j ,@a,j3aCc3 j@3 qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 VCY3Y. j@3
3\nCIC$aCnL ,c3WY 2\Y V9YS9W j@3N cCLUIC~3c jR
BCE(j) = BеñCE + 
φ
Д; G
i
8(Hi)
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ǭC(j)ǭE(j)− ϹДǭ
И(j)ñCE
]
+
φ
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Gi,∗8 − Gi8 (Hi)
]
ǬИ
(
ñCД − ϹД
)
ñCE + BHCE(j) Y V9YSeW
r3 ,RnI0 @q3 IcR 03aCq30 j@Cc 3uUa3ccCRN $w c3jjCN< j@3 jCL3 03aCqjCq3c R8 j@3 N<nIa q3IR,Cjw
,RLURN3Njc CN 3\njCRN V9YSfW jR y3aRY i@3 $Rq3 3uUa3ccCRN 3uj3N0c 3\njCRN V9YSzW jR CN,RaURA
aj3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRNY BN ,RNjacj jR j@3 3aIC3a a3cnIj. j@3 ~NI IR,jCRN R8  IR0 j@j Cc
O9
UUIC30 N0 a3jCN30 8Ra II jCL3 Cc NRj j@3 3\njRaY `j@3a. j@3 IR,jCRN Cc 3cj$ICc@30 j@aRn<@ 
$IN,3 $3js33N j@3 IR0 8Ra,CN< N0 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRNY BN Ua,jC,I j3aLc. j@3 3\nCA
IC$aCnL iTr Cc ,RLUnj30. 8RIIRsCN< 3\njCRN V9YlW. $w 0C<RNICcCN< j@3 cnL R8 j@3 j@Ca0 N0
8Rnaj@ j3aLc RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YSeWY
9YlY9 2ЬАζЁϩΞϣ HϱΞβЅ- iϑζ 7ϱЁϨ ϱυ BHCE(j)
i@3 03aCqjCRNc $Rq3 a3 <3N3aI CN j@3 c3Nc3 j@j j@3w UUIw jR j@3 ,c3 R8 3Cj@3a 3uj3aNI Ra CNA
j3aNI IR0CN< UaR,3cc3cY BN j@3 ,c3 R8 j@3 Ijj3a. j@3 jCL3A03U3N03Nj CN3ajC j3NcRa Lw $3 CNUnj
8aRL  cCLnIjCRN R8 LNjI3 ,RNq3,jCRN VRN 2aj@ Ra Rj@3a j3aa3cjaCI UIN3jcW N0. CN j@Cc a3<a0.
RN3 ,N LG3 nc3 R8 j@3 s3IIA3cj$ICc@30 LUUCN< $3js33N j@3 ,RLURN3Njc R8 j@3 CN3ajC j3NcRa
N0 j@3 cU@3aC,I @aLRNC, ,RLURN3Njc R8 j@3 <aqCjjCRNI URj3NjCI j 03<a33 l )3Y<Y KjcnwL
3j IY. lzzf*Y i@3c3 @aLRNC, ,RLURN3Njc Lncj. R8 ,Rnac3. CN,In03 ,RNjaC$njCRNc $Rj@ 8aRL LNjI3
$nRwN,w qaCjCRNc N0 $RnN0aw 038RaLjCRNc 0aCq3N $w j@Cc $nRwN,w ~3I0Y
BN j@3 ,c3 R8 3uj3aNI Lcc IR0c. RN3 ,N 03,RLURc3 j@3 IR0 CN3ajC j3NcRa BHCE(j) CNjR j3aLc
ccR,Cj30 sCj@ j@3 Lcc NRLIC3c N0 j@3 UIN3jaw 038RaLjCRN 0aCq3N $w j@3 Lcc NRLIC3cY
i@3 Ijj3a ,RNjaC$njCRN ,N. CN jnaN. $3 3uUa3cc30 ncCN< qCc,R3IcjC, IR0 HRq3 NnL$3a j@3Raw. Encj
c s3 nc30 qCc,R3IcjC, jC0I HRq3 NnL$3ac jR 3uUa3cc j@3 038RaLjCRN CN0n,30 $w  U3ajna$30 ,3NA
jaC8n<I URj3NjCIY BN UajC,nIa. C8 s3 03NRj3 j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN ccR,Cj30 sCj@ cna8,3
Lcc a30CcjaC$njCRN RN  aC<C0 2aj@ c B`CE(j). j@3N j@3 CN3ajC U3ajna$jCRN 0n3 jR j@3 ,RL$CN30 38A
83,jc R8 j@Cc a30CcjaC$njCRN N0 j@3 ccR,Cj30 UIN3jaw 038RaLjCRN. CY3Y. BHCE(j). Cc <Cq3N $w
BHCE(j) = [ñ(j) + GH(j,Hi)] ∗ B`CE(j) = B`CE(j) + GH(j,Hi) ∗ B`CE(j) Y V9YS4W
i@Cc a3IjCRN ,N $3 UUIC30 CN UI,3 R8 BHCE(j) CN Nw R8 j@3 3uUa3ccCRNc 8Ra j@3 jRjI CN3ajC j3NcRa
U3ajna$jCRN 03aCq30 $Rq3 s@3N RN3 Cc ,RNcC03aCN< iTr 0aCq3N $w cna8,3 Lcc IR0CN<Y BN UaA
Of
jC,nIa. 3\njCRN V9YSfW $3,RL3c
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)
ñCE +
[B`CE(j) + GH(j,Hi) ∗ B`CE(j)]
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Y V9YSOW
iϑζ +ΞЅζ ϱυ ϩ ЬϔЅЭϨϨζАЁϔΫ bЛЁυΞΫζ KΞЅЅ HϱΞβ
Bj sCII $3 nc38nI. CN ,RLUaCN< Rna a3cnIjc jR j@Rc3 R8 rCII3LNN )SO4:* N0 KjcnwL 3j IY
)lzzf*. jR ,RNcC03a  8naj@3a cU3,CI ,c3 R8 3\njCRN V9YSOW qIC0 8Ra N uCcwLL3jaC, cna8,3 Lcc
IR0 UUIC30 j jCL3 j = е N0 a3jCN30 8Ra II jCL3Y r3 ,N 03NRj3 j@3 cU,3AjCL3 03U3N03N,3
R8 j@Cc cna8,3 Lcc IR0 $w `(ɒ,Ȍ)?(j). s@3a3 ɒ N0 Ȍ a3 j@3 ,RIjCjn03 N0 3cjAIRN<Cjn03.
a3cU3,jCq3Iw. N0 ?(j) Cc j@3 ?3qCcC03 cj3U 8nN,jCRNY Vr3 NRj3 j@j  0CcG IR0 sCj@ a$Cjaaw jCL3
03U3N03N,3 ,N $3 LR03II30 c  c3aC3c R8 cj3U IR0CN<c sCj@ cnCj$I3 jCL3 I<c. N0 j@3a38Ra3.
CN Ua,jC,I j3aLc. j@3 ?3qCcC03 jCL3 03U3N03N,3 CNqRIq3c NR IRcc R8 <3N3aICjwYW i@3 cU@3aC,I
@aLRNC, 03,RLURcCjCRN R8 ` ,N j@3N $3 saCjj3N 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∞∑
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`ℓLvℓL(ɒ,Ȍ), V9YlzW
s@3a3 vℓL a3 ,RLUI3u cna8,3 cU@3aC,I @aLRNC,c R8 03<a33 ℓ N0 Ra03a LY r3 sCII ccnL3 j@j
j@3c3 $cCc 8nN,jCRNc a3 NRaLICc30 cn,@ j@j
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b
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s@3a3 † 03NRj3c ,RLUI3u ,RNEn<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i@3 IR0 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN. B`(j). ,N $3 3uUa3cc30 CN j3aLc R8 j@3 cU@3aC,I @aLRNC,
Oe
,RLURN3Njc R8 j@3 cna8,3 Lcc IR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√
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M3uj. ,RNcC03a N uCcwLL3jaC, IR0 ,3Nja30 j  ,RIjCjn03 ɒH N0 3cj IRN<Cjn03 ȌHY H3j nc
cw j@j j@Cc IR0. C8 ,3Nja30 j j@3 NRaj@ URI3. @0  03<a33Al yRNI @aLRNC, <Cq3N $w `′Ие. j@3N
RN3 ,N c@Rs j@j j@3 cU@3aC,I @aLRNC, ,R3|,C3Njc 8Ra j@3 IR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)Kjcnw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IY. lzzf*
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rCII3L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cc IR0 $w ,RNcC03aCN< j@3 ajCR $3js33N j@3 03<a33Al
U3ajna$jCRNc CN j@3 <3RURj3NjCI ccR,Cj30 sCj@ j@3 0Ca3,j 3{3,j R8 j@3 IR0 N0 j@3 @w0aRcjjC,
aRjjCRN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aL3j3a [′ cn,@ j@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mcCN< 3\njCRNc V9YlkW N0 V9Yl:W CN 3\njCRN V9YllW. 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j30 H3<3N0a3 URIwNRLCIcY Qna Ua30C,jCRNc R8 jCL3A
03U3N03Nj iTr 0aCq3N $w N uCcwLL3jaC, cna8,3 L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rCII3L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I 0CcUI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R8 j@3 aRj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,RNcC03a j@3 CN3ajC j3NcRa N CN~NCj3 jCL3 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mcCN< 3\njCRNc V9YlkWĢV9Yl9W CN 3\njCRN V9YleW. 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. V9YlOW
i@Cc a3cnIj 8Ra ñ Cc C03NjC,I jR j@3 3uUa3ccCRN 03aCq30 $w KjcnwL 3j IY )lzzf*Y
i@3 iTr N<I3 Cc  8nN,jCRN R8 j@3 CNCjCI IR0 ,RIjCjn03. ɒH. N0 RN j@3 UaL3j3a [388Y 2LA
$30030 CN j@3 Ijj3a Cc  c3NcCjCqCjw jR j@3 nN,RLU3Ncj30 cCy3 R8 j@3 IR0 V<Rq3aN30 $w j@3 UaLA
3j3a [′W N0 j@3 UaL3j3a ­. s@C,@ Cc  8nN,jCRN R8 j@3 UIN3jaw 03NcCjw cjan,jna3 N0 j@3 3IcjC,
j@C,GN3cc R8 j@3 ICj@RcU@3a3Y BN 7C<na3 9Yl s3 UIRj j@3 iTr N<I3 q3acnc ɒH 8Ra  cnCj3 R8 cRInA
jCRNc 0CcjCN<nCc@30 RN j@3 $cCc R8 j@3 ,@RC,3 8Ra [388Y  03jCI30 0Cc,nccCRN R8 j@3 ~<na3 ,N $3
8RnN0 CN KjcnwL 3j IY )lzzf*. N0 s3 CN,In03 Cj @3a3 $3,nc3 Cj sCII c3aq3 c  nc38nI a383a3N,3
8Ra. N0 ,@3,G R8. j@3 jCL3A03U3N03Nj iTr a3cnIjc 0Cc,ncc30 CN j@3 N3uj c3,jCRNY r3 NRj3 j@j c
[388 → ∞ CN 7C<na3 9Yl VRa 3\njCRN 9Yl4W. j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 URI3 Cc ϭе − ɒHd j@j Cc. j@3
~NI URcCjCRN R8 j@3 URI3 Cc j@3 3\njRaY i@Cc Cc c RN3 sRnI0 3uU3,jY 7Ra  q3aw Ia<3 IR0. j@3 IR0
0aCqCN< iTr sCII 0RLCNj3 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN N0 j@3 cRInjCRN ,RNq3a<3c jR j@3 c,3A
NaCR CN 7C<na3 9YS9 Ra #9 03c,aC$30 $w ;RI0 )SO99*Y c N 3uLUI3 R8  cLII3a cna8,3 Lcc
IR0. ,RNcC03a j@3 ,c3 R8 [388 = е.φY  IR0 R8 j@Cc cCy3 UI,30 j N CNCjCI ,RIjCjn03 R8 Ие◦. sCII
nIjCLj3Iw 0aCq3 iTr R8 ∼ ϹД◦. Ra Encj ∼ ИеX R8 j@3 Ње◦ a3RaC3NjjCRN 3uU3,j30 RN j@3 $cCc R8 N
3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 ;RI0 )SO99*Y
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI HTXLOLEULXP 73: DQJOH DV D IXQFWLRQ RI WKH LQLWLDO FRODWLWXGH ɒH RI WKH ORDGLQJ VHH
HTXDWLRQ  7KH OLQHV MRLQ VROXWLRQV EDVHG RQ WKH VDPH YDOXH RI [388 DV LQGLFDWHG
9Yk `ζЅЛϣАЅ
BN j@Cc c3,jCRN s3 Ua3c3Nj  cnCj3 R8 CIIncjajCq3 Ua30C,jCRNc R8 jCL3A03U3N03Nj iTr RN cU@3aC,I.
c3I8A<aqCjjCN<. Kus3II qCc,R3IcjC, 2aj@ N0 Kac LR03Ic j@j CN,RaURaj3 cj$CICcjCRN 8aRL
$Rj@ j@3 03Iw30 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 N0 j@3 a3LNNj $nI<3Y iR $3<CN. s3 ,RNcC03a
iTr RN 2aj@ 0aCq3N $w cCLUIC~30 cna8,3 Lcc IR0cY
9YkYS iϔϨζAβζϿζϩβζϩА iTr ϱϩ 2ΞЁАϑ- ЅϱϨζ ϔϣϣЛЅАЁΞАϔЦζ ζЬΞϨϿϣζЅ
i@3 3IcjC, N0 03NcCjw cjan,jna3 R8 j@3 2aj@ LR03I Cc jG3N 8aRL j@3 c3CcLC,IIw CN83aa30 Ta3ICLA
CNaw `383a3N,3 2aj@ KR03I )/yC3sRNcGC  N03acRN. SO4S*Y i@3 qCc,RcCjw R8 j@3 2aj@ LR03I
Cc 0Cc,a3jCc30 CNjR j@a33 Iw3ac-  nNC8RaL 3IcjC, VCY3Y. CN~NCj3 qCc,RcCjwW ICj@RcU@3a3 R8 j@C,GN3cc
Hid  ,RNcjNj nUU3a LNjI3 qCc,RcCjw R8 φ × ϹеИе T cd N0  ,RNcjNj IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw 03A
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI VXUIDFHORDG LQGXFHG 73: DV D IXQFWLRQ RI WLPH FRPSXWHG XVLQJ D 0D[ZHOO YLVFRHODVWLF
(DUWK FKDUDFWHULVHG E\ DQ HODVWLF OLWKRVSKHULF WKLFNQHVV Hi   NP DQG XSSHU DQG ORZHU PDQWOH YLVFRVLWLHV RI 
×  3D V DQG  3D V UHVSHFWLYHO\ 7KH VXUIDFH ORDG LV DQ D[LV\PPHWULF GLVN FHQWUHG DW DQ LQLWLDO FRODWLWXGH
ɒH  ◦ 7KH GLVN VL]H LV LQFUHDVHG VXFK WKDW WKH SDUDPHWHU [388 LV YDULHG IURP  WR  LQ WKH ÀUVW  0\U RI WKH
VLPXODWLRQ VHH WH[W DQG WKHQ UHWDLQHG IRU DOO WLPH 7KLV LV WKH WHVW PRGHO FDVH GLVFXVVHG LQ WKH WH[W 7KH VROLG
DQG GRWWHG OLQHV DUH VROXWLRQV LQ ZKLFK UHPQDQW EXOJH VWDELOLVDWLRQ LV HLWKHU LQFOXGHG HTXDWLRQ  ZLWK B`(j)
JLYHQ E\ HTXDWLRQ  RU QRW LQFOXGHG WKH VDPH HTXDWLRQV ZLWK WKH H[FHSWLRQ WKDW WKH WKLUG WHUP RQ WKH ULJKW
KDQG VLGH RI HTXDWLRQ  LV GHOHWHG UHVSHFWLYHO\ LQ WKH 73: FDOFXODWLRQ $V D FKHFN RQ WKH UHVXOW ZLWK WKH
UHPQDQW EXOJH VWDELOLVDWLRQ VROLG OLQH ZH KDYH UHSHDWHG WKDW FDOFXODWLRQ XVLQJ WKH OLQHDULVHG URWDWLRQDO VWDELOLW\
WKHRU\ GHULYHG E\ &KDQ HW DO >D@ DQG GLVFXVVHG LQ   GDVKHG OLQH VHH WH[W $OO FDOFXODWLRQV LQFRUSR
UDWH VWDELOLVDWLRQ E\ WKH GHOD\HG YLVFRXV DGMXVWPHQW RI WKH URWDWLRQDO EXOJH 7KH VROLG FLUFOH RQ WKH ULJKWKDQG
VLGH RI WKH ÀJXUH LV WKH 73: SUHGLFWHG IRU WKH WHVW PRGHO FDVH XVLQJ WKH HTXLOLEULXP LH LQÀQLWH WLPH WKHRU\ RI
0DWVX\DPD HW DO >@ VHH HTXDWLRQ 
NRj30 $w ƺILY #Rj@ Hi N0 ƺIL c3aq3 c 8a33 UaL3j3ac R8 j@3 LR03IICN<. $nj Rna cjN0a0 ,c3
sCII $3 ,@a,j3aCc30 $w Hi = Ϲφ GL N0 ƺIL = ϹеИИ T cY i@3 3uj3aNI IR0 sCII $3 LR03II30
c N uCcwLL3jaC, 0CcG IR0 UI,30 RN j@3 ;a33NsC,@ L3aC0CN. N0 j N CNCjCI ,RAIjCjn03 R8
ɒHY i@3 cjN0a0 ,c3 sCII 0RUj ɒH = ωφ◦ N0  [388 qIn3 R8 nNCjwY i@3 cCy3 R8 j@3 IR0 Cc cA
cnL30 jR CN,a3c3 8aRL y3aR jR j@3 0RUj30 [388 qIn3 CN j@3 ~acj S Kwa R8 3,@ cCLnIjCRN sCj@
 jCL3 03U3N03N,3 <Cq3N $w  @wU3a$RIC, jN<3Nj 8nN,jCRNY r3 ,@Rc3 j@Cc jCL3c,I3 $3,nc3 Cj Cc
,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 nN03aIwCN< ccnLUjCRN R8 j@3 j@3Raw j@j j@3 IR0CN< jCL3c,I3 Cc IRN<3a j@N
j@3 IRN<3cj NRaLI LR03 03,w jCL3. w3j Cj Cc cn|,C3NjIw c@Raj j@j j@3 ,RLUnj30 iTr 03Uajc
8aRL j@3 Uj@ Ua30C,j30 ncCN< N 3\nCIC$aCnL j@3RawY Qna Ua30C,jCRNc a3 $c30 RN 3\njCRN V9YSOW.
Szl
sCj@ j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 0Ca3,j 3{3,j R8 j@3 cna8,3 Lcc IR0 <Cq3N
$w 3\njCRN V9Yl9WY i@3 2aj@ @c  $aRG3N ICj@RcU@3a3. N0. c 0Cc,ncc30 CN j@3 CNjaR0n,jCRN. s3
CNj3aUa3j j@3 UaL3j3a Hi c N 3{3,jCq3 3IcjC, ICj@RcU@3aC, j@C,GN3ccd Rna ,@RC,3 R8 Hi = Ϲφ GL
Ra j@3 cjN0a0 ,c3 Cc ICG3Iw $Rq3 j@3 nUU3a $RnN0 8Ra j@Cc j@C,GN3cc )+a3q3ICN< 3j IY. lzSl*. N0
j@nc CN N NIwcCc 03c,aC$30 $3IRs s3 sCII ,RNcC03a j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 Ua30C,jCRNc jR  qaCjCRN
R8 Hi CN j@3 aN<3 9Ģl9 GLY c  ~NI URCNj.  NnL3aC,I CNcj$CICjw R,,nac 8Ra jCL3 cj3Uc j@j a3
jRR c@Raj Vc33 Ƚ 9Y9WY BN j@Cc a3<a0. Rna jCL3 cj3U 8Ra 3,@ LR03I anN Cc ,@Rc3N jR $3 nNC8RaL N0
c cLII c URccC$I3 sCj@Rnj 3N,RnNj3aCN< j@Cc CNcj$CICjwY
BN 7C<na3 9Yk. s3 UIRj j@3 Ua30C,jCRN R8 jCL3A03U3N03Nj iTr $c30 RN j@3 cjN0a0 ,c3Y i@3
Ia<3 0Rj RN j@3 3uja3L3 aC<@j R8 j@3 ~<na3 Cc j@3 3\nCIC$aCnL iTr ,RLUnj30 ncCN< j@3 NIwjC,
3uUa3ccCRN V9Yl4W )KjcnwL 3j IY. lzzf*Y i@3 <a33L3Nj $3js33N j@Cc NIwjC, 3uUa3ccCRN N0
j@3 IRN<AjCL3 cwLUjRj3 R8 j@3 jCL3A03U3N03Nj iTr Ua30C,jCRN UaRqC03c N CLURajNj ,@3,G RN
j@3 Ijj3aY i@3 jCL3A03U3N03Nj Ua30C,jCRN a3,@3c 9zX N0 OzX R8 j@3 3\nCIC$aCnL qIn3 VИИ.φ◦W CN
fYS Kwa N0 S4Yk Kwa. a3cU3,jCq3IwY Vr3 @3N,38Raj@ 03NRj3 j@3 jCL3 3IUc30 8Ra j@3 URI3 jR a3,@
@I8 Cjc LuCLnL qIn3 $w j@3 cwL$RI jϹ/ИYW
c  c3,RN0 ,@3,G RN j@3 a3cnIj CN 7C<na3 9Yk. s3 @q3 a3U3j30 j@3 cjN0a0 ,I,nIjCRN ncCN<
j@3 ICN3aCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw 03aCq30 $w +@N 3j IY )lzSS* N0 0Cc,ncc30 CN Ƚ 9YlYS
V0c@30 ICN3. 7C<na3 9YkWY i@Cc j@3Raw 0R3c NRj a3\nCa3 j@j j@3 8Ra,CN< @q3  jCL3c,I3 ,RLUA
a$I3 jR Ra IRN<3a j@N j@3 IRN<3cj LR03 R8 qCc,R3IcjC, 03,w. $nj Cj ccnL3c j@j U3ajna$jCRNc
jR j@3 URI3 URcCjCRN a3 ȔcLIIȕY +@N 3j IY )lzSS* 3uUIRa30 j@3 aN<3 R8 qIC0Cjw 8Ra j@3Ca ICNA
3aCc30 j@3Raw. N0 8RnN0 j@j. 8Ra 8Ra,CN< UI,30 N3a LC0AIjCjn03c. 3aaRac a3 RNIw QVSzXW 8Ra
iTr R8 ИеĢДе◦Y i@Cc 3cjCLj3 Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 R{c3j $3js33N j@3 cRIC0 N0 0c@30 ICN3c RN
7C<na3 9Yk j j@3 ICLCj R8 j → ∞Y r3 ccnL3 j@j CN j@3 3aIC3cj cj<3c R8 iTr CN 7C<na3 9Yk. j@3
+@N 3j IY )lzSS* j@3Raw Cc LRa3 ,,naj3Y /naCN< j@Cc U@c3. s3 NRj3 j@j j@3 0Cc,a3UN,w $3A
js33N a3cnIjc <3N3aj30 sCj@ j@3 ICN3a N0 NRNAICN3a j@3RaC3c Cc cLIIY
i@3 0Rjj30 ICN3 CN 7C<na3 9Yk Cc NIR<Rnc jR j@3 cRIC0. sCj@ j@3 3u,3UjCRN j@j cj$CICcjCRN 0n3
Szk
jR j@3 a3LNNj $nI<3 Cc C<NRa30 $w 03I3jCN< j@3 j@Ca0 j3aL RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN V9YSOWY
i@Cc 03I3jCRN wC3I0c  <Rq3aNCN< 3\njCRN ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw 03aCq30 $w
`C,a0 3j IY )SOOk*Y i@3 3\nCIC$aCnL iTr Ua30C,j30 CN j@Cc ,c3 Vωφ◦W Cc cn,@ j@j j@3 ~NI URcCA
jCRN R8 j@3 0CcG IR0 Cc j j@3 3\njRa. c 3uU3,j30 8aRL j@3 U@wcC,c ccR,Cj30 sCj@ 7C<na3 9YS#.
;RI0 )SO99* N0 `C,a0 3j IY )SOOk*Y c s3 NRj30 CN Rna 0Cc,nccCRN R8 cj$CICcjCRN 0n3 jR j@3
a3LNNj $nI<3. j@3 3uCcj3N,3 R8 3q3N  a3IjCq3Iw j@CN 3IcjC, ICj@RcU@3a3 Cc cn|,C3Nj jR cC<NC~A
,NjIw a30n,3 j@3 Ua30C,j30 iTr 8aRL j@3 qIn3 3uU3,j30 RN j@3 $cCc R8 j@3 ,NRNC,I j@3Raw R8
;RI0 )SO99* )KjcnwL 3j IY. lzzfd /a0C,@ 3j IY. lzz4*Y ?Rs3q3a. s3 NRj3 8aRL 7C<na3 9Yk
j@j j@3 CN,IncCRN R8 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN IcR ,jc jR Ij3a j@3 ,@a,j3aCcjC, jCL3c,I3 R8 j@3
Ua30C,j30 iTrY c N 3uLUI3. jϹ/И = ϭ.ϭ Kwa 8Ra j@3 0Rjj30 ICN3 CN 7C<na3 9Yk. s@C,@ Cc f9X
IRN<3a j@N j@3 NIR<Rnc jCL3c,I3 8Ra j@3 ,c3 s@3a3 j@3 a3LNNj $nI<3 Cc CN,In030Y i@Cc 0C8A
83a3N,3 Cc UaCLaCIw 0n3 jR j@3 a30n,30 LUICjn03 R8 iTr s@3N a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN Cc CNA
,In030. s@3a3c j@3 0LUCN< ,nc30 $w j@3 qCc,Rnc aRjjCRNI $nI<3 a3LCNc a3IjCq3Iw nN,@N<30
$3js33N $Rj@ ,c3cY
r3 N3uj jnaN jR  c3NcCjCqCjw NIwcCc CN s@C,@ s3 a3U3j j@3 ,I,nIjCRN CN 7C<na3 9Yk VcRIC0
ICN3W 8Ra  cnCj3 R8 cCLnIjCRNc CN s@C,@ [388. ƺIL N0 ɒH a3 CN0CqC0nIIw qaC30 s@CI3 j@3 Rj@3a
UaL3j3ac a3 @3I0 ,RNcjNj j qIn3c j@j 03~N3 j@3 cjN0a0 ,c3Y 7C<na3c 9Y: N0 9Y9 c@Rs
Ua30C,jCRNc R8 jCL3A03U3N03Nj iTr N0 iTr cU330. a3cU3,jCq3IwY BN 00CjCRN. 8Ra 3,@ R8 j@3c3
jCL3A03U3N03Nj cCLnIjCRNc. s3 ,RLUnj3 N0 UIRj j@3 qIn3 R8 jϹ/И N0 j@3 U3G iTr cU330 CN
7C<na3c 9Yf N0 9YeY
c [388 Cc CN,a3c30. j@3 3\nCIC$aCnL URcCjCRN R8 j@3 URI3 CN,a3c3c cwLUjRjC,IIw jRsa0 ωφ◦Y
i@j Cc. c j@3 IR0 cCy3 CN,a3cCN<Iw 0RLCNj3c j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN. j@3 ~NI IR0 URA
cCjCRN sCII a3,@ UaR<a3ccCq3Iw ,IRc3a jR j@3 3\njRa V7C<na3 9Y:WY VMRj3. RN,3 <CN. j@j j@3 IRN<
jCL3 ICLCj R8 3,@ cCLnIjCRN CN 7C<na3 9Y: Lj,@3c j@3 3\nCIC$aCnL iTr Ua30C,j30 RN j@3 $cCc
R8 3\njCRN 9Yl4YW `3<a0I3cc R8 j@3 qIn3 R8 [388. j@3 U3G cU330 R8 iTr Cc R$jCN30 j j@3 3N0
R8 j@3 IR0CN< U@c3. S Kwa 8j3a j@3 RNc3j R8 IR0CN<Y Bj Cc CNj3a3cjCN< jR NRj3 j@j j@3 U3G iTr
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI VXUIDFHORDG LQGXFHG 73: DV D IXQFWLRQ RI WLPH FRPSXWHG IRU D VXLWH RI VLPXODWLRQV
LQ ZKLFK WKH SDUDPHWHU [388 WKH ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ ƺIL RU WKH LQLWLDO ORDG FRODWLWXGH ɒH DUH YDULHG IURP WKH
WHVW PRGHO FDVH XVHG LQ )LJXUH  VROLG OLQH $ [388 YDOXHV IURP ERWWRP WR WRS RI      
DQG  % ƺIL YDOXHV VROLG OLQHV IURP OHIW WR ULJKW RI       DQG  ×  3D V 7KH GDVKHG OLQH
LV D VROXWLRQ LQ ZKLFK WKH URWDWLRQDO EXOJH VWDELOLVDWLRQ LV H[FOXGHG LH WKH WHUP LQYROYLQJ iϹ LQ HTXDWLRQ 
LV VHW WR  & ɒH YDOXHV IURP WRSULJKW WR ERWWRPULJKW RI ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ DQG ◦ $OO
FDOFXODWLRQV LQFOXGH VWDELOLVDWLRQ E\ ERWK WKH GHOD\HG YLVFRXV DGMXVWPHQW RI WKH URWDWLRQDO EXOJH DQG WKH UHPQDQW
EXOJH HTXDWLRQ  ZLWK B`(j) JLYHQ E\ HTXDWLRQ  7KH VROLG FLUFOHV RQ WKH ULJKWKDQG VLGH RI WKH UHVXOWV RQ
HDFK ÀJXUH DUH WKH 73: SUHGLFWLRQV EDVHG RQ WKH HTXLOLEULXP LH LQÀQLWH WLPH WKHRU\ RI 0DWVX\DPD HW DO >@
VHH HTXDWLRQ 
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI VXUIDFHORDG LQGXFHG 73: VSHHG DV D IXQFWLRQ RI WLPH FRPSXWHG IRU D VXLWH RI VLPXOD
WLRQV LQ ZKLFK WKH SDUDPHWHU [388 WKH ORZHU PDQWOH YLVFRVLW\ ƺIL RU WKH LQLWLDO ORDG FRODWLWXGH ɒH DUH YDULHG IURP
WKH WHVW PRGHO FDVH XVHG LQ )LJXUH  VROLG OLQH $ [388 YDOXHV IURP ERWWRP WR WRS RI     
DQG  % ƺIL YDOXHV IURP WRS WR ERWWRP DW ORFDWLRQ RI SHDNV RI       DQG  ×  3D V & ɒH
YDOXHV IURP ERWWRP WR WRS DW SHDN YDOXHV RI JUH\ OLQHV RI ◦ ◦ ◦ ◦ DQG IURP WRS WR ERWWRP DW SHDN YDO
XHV RI EODFN OLQHV ◦ ◦ ◦ ◦ DQG ◦ $OO FDOFXODWLRQV LQFOXGH VWDELOLVDWLRQ E\ ERWK WKH GHOD\HG YLVFRXV
DGMXVWPHQW RI WKH URWDWLRQDO EXOJH DQG WKH UHPQDQW EXOJH HTXDWLRQ  ZLWK B`(j) JLYHQ E\ HTXDWLRQ 
Szf
cU330 Cc  ICN3a 8nN,jCRN R8 j@3 0RUj30 qIn3 R8 [388 V7C<na3 9YeWY BN ,RNjacj. j@3 jCL3 jR a3,@
@I8 j@3 ~NI iTr. jϹ/И. qaC3c CN  LRa3 ,RLUI3u LNN3a sCj@ j@3 0RUj30 [388 V7C<na3 9YfWY
bU3,C~,IIw. 8Ra qIn3c R8 [388 ≤ е.φ. jϹ/И ∼ eĢ4 Kwa N0 Cc a3IjCq3Iw CNc3NcCjCq3 jR qaCjCRNc CN
[388Y c [388 CN,a3c3c $Rq3 ∼ е.φ. jϹ/И 03,a3c3c LRa3 aUC0IwY
2,@ R8 7C<na3c 9Y:#. 9Y9#. 9Yf#. N0 9Ye# c@Rsc a3cnIjc 8Ra  cnCj3 R8 cCLnIjCRNc CN s@C,@ j@3
IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw R8 j@3 2aj@ LR03I Cc qaC30 8aRL ϹеИϹ T c jR Д× ϹеИИ T cY i@3 3\nCIC$aCnL
VCY3Y. IRN<AjCL3W URcCjCRN R8 j@3 URI3 Cc 3NjCa3Iw CNc3NcCjCq3 jR ƺIL. s@CI3 j@3 jCL3A03U3N03Nj jaE3,A
jRaw jRsa0 j@Cc 3\nCIC$aCnL qIn3 Cc NRj V7C<na3 9Y:#WY i@3 UaL3j3a jϹ/И Cc ICN3aIw UaRURajCRNI
jR j@3 0RUj30 qIn3 R8 ƺIL V7C<na3 9Yf#WY i@3 UaRURajCRNICjw Cc cn,@ j@j j@3 8,jRa R8 kz CN,a3c3
CN qCc,RcCjw ja3j30 CN j@3 ~<na3 UaR0n,3c  8,jRa R8 ∼ Д.φ CN,a3c3 CN j@3 jCL3 N3,3ccaw 8Ra j@3
URI3 jR $3 0CcUI,30 $w @I8 Cjc 3\nCIC$aCnL 0CcUI,3L3NjY 7C<na3 9Yf# c@Rsc j@3 NIR<Rnc Ua3A
0C,jCRN 8Ra [388 = е.ϹY i@Cc 00CjCRNI ,I,nIjCRN CN0C,j3c j@j j@3 ICN3a UaRURajCRNICjw $3js33N
ƺIL N0 jϹ/И Cc  <3N3aI a3cnIj. N0 j@j j@3 UaRURajCRNICjw ,RNcjNj ,RNN3,jCN< j@3c3 UaL3j3ac
Cc s3GIw c3NcCjCq3 jR j@3 0RUj30 [388Y BN ,RNjacj jR j@3c3 a3cnIjc. s@CI3 j@3 U3G iTr cU330 03A
,a3c3c LRNRjRNC,IIw sCj@ CN,a3cCN< ƺIL. j@Cc 03,a3c3 Cc NRj  ICN3a 8nN,jCRN R8 j@3 0RUj30
IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw V7C<na3 9Ye#WY
i@3 0c@30 ICN3 CN 7C<na3 9Y:# a3Ua3c3Njc  iTr cCLnIjCRN CN s@C,@ j@3 cj$CICcCN< 3{3,jc R8
j@3 03Iw30 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 Cc 3u,In030Y j 3,@ cj<3 CN j@3 IR0CN<. j@3 0c@30
ICN3 a3Ua3c3Njc j@3 iTr ,RLUnj30 ncCN< j@3 3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 KjcnwL 3j IY )lzzf* V3\nA
jCRN 9Yl4WY i@3 I< $3js33N j@3 0c@30 ICN3 N0 3,@ R8 j@3 cRIC0 ICN3c a3Ua3c3Njc j@3 03Iw ccRA
,Cj30 sCj@ j@3 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3. s@C,@ Cc. R8 ,Rnac3.  8nN,jCRN R8 j@3 0RUj30
IRs3a LNjI3 qCc,RcCjwY BN83a3N,3c R8 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjw )MG0  HL$3,G. SO4Od KCjaRA
qC,. SOOfd HL$3,G 3j IY. SOO4d KCjaRqC,  7Raj3. lzz:* a3 <a3j3a j@N j@3 IRs3cj qCc,RcCjw
VϹеИϹ T cW CN j@3 ~<na3. CN0C,jCN< j@j cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 aRjjCRNI $nI<3 Cc ,jCq3
8Ra IR0CN< jCL3c,I3c R8 Ra03a S KwaY
i@3 Ua30C,j30 jCL3 03U3N03N,3 R8 iTr Cc  ,RLUI3u 8nN,jCRN R8 j@3 CNCjCI URcCjCRN R8 j@3 0CcG
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)LJXUH  6ROLG OLQHV RQ HDFK IUDPH VKRZ SUHGLFWLRQV RI WKH WLPH LQ 0\U UHTXLUHG IRU WKH SROH WR EH GLVSODFHG
E\ KDOI WKH PD[LPXP LH LQÀQLWH WLPH YDOXH j IRU D VXLWH RI VLPXODWLRQV LQ ZKLFK WKH SDUDPHWHU [388 WKH ORZHU
PDQWOH YLVFRVLW\ ƺIL RU WKH LQLWLDO ORDG FRODWLWXGH ɒH DUH YDULHG IURP WKH WHVW PRGHO FDVH XVHG LQ )LJXUH  VROLG
OLQH $ [388 LV YDULHG IURP  WR  % ƺIL LV YDULHG IURP  3D V WR  ×  3D V DQG & ɒH LV YDULHG
IURP ◦ RU ɒH   WR ◦ ,Q IUDPHV % DQG & WKH GRWWHG OLQH VKRZV D UHVXOW DQDORJRXV WR WKH VROLG OLQH
FDVH ZKHUH [388   ZLWK WKH H[FHSWLRQ WKDW WKH SDUDPHWHU [388 KDV D YDOXH RI  $OO FDOFXODWLRQV LQFOXGH
VWDELOLVDWLRQ E\ ERWK WKH GHOD\HG YLVFRXV DGMXVWPHQW RI WKH URWDWLRQDO EXOJH DQG WKH UHPQDQW EXOJH HTXDWLRQ 
ZLWK B`(j) JLYHQ E\ HTXDWLRQ 
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)LJXUH  $V LQ )LJXUH  H[FHSW IRU SUHGLFWLRQV RI WKH SHDN 73: VSHHG 'HJUHHV0\U
SzO
IR0 V7C<na3 9Y:+WY i@Cc ,RLUI3uCjw Cc UajC,nIaIw 3qC03Nj CN j@3 jCL3 03U3N03N,3 R8 j@3 iTr
cU330. s@C,@ Cc ,@a,j3aCc30 $w  NRNALRNRjRNC, U3G LUICjn03 V7C<na3 9Y9+WY BN UajC,nIa. j@3
Ua30C,j30 U3G iTr cU330 Cc @C<@3cj 8Ra  IR0 UI,30 j LC0AIjCjn03c N0 0aRUc R{ cwLL3jaCA
,IIw c j@3 CNCjCI URcCjCRN R8 j@3 0CcG IR0 Cc UI,30 ,IRc3a jR 3Cj@3a j@3 aRjjCRN uCc VɒH Cc cLIIW
Ra j@3 3\njRa VɒH → ϭе◦W V7C<na3c 9Y9+. 9Ye+WY BN j@3 Ijj3a ,c3. j@3 ~NI iTr Cc cLII $3,nc3
j@3 IR0 Cc Ia30w ,IRc3 jR j@3 3\njRa V7C<na3 9Y:+W. N0 j@nc j@3 iTr cU330 Cc ICLCj30 $w j@Cc
UaRuCLCjw V3Y<Y. c33 j@3 ɒH = ξφ◦ ,c3 CN 7C<na3 9Y9+WY i@3 3uUINjCRN 8Ra j@3 8RaL3a. cLII ɒH
,c3. Cc LRa3 ,RLUIC,j30Y BN j@3 8RaL3a ,c3. s@3N j@3 IR0 Cc UI,30 ,IRc3 jR j@3 aRjjCRN uCc
j@3a3 Cc  N3a ,N,3IIjCRN $3js33N j@3 IR0 CN0n,30 8Ra,CN< N0 j@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN
cCN,3 [388 = Ϲ. CY3Y. j@3 N3j 8Ra,CN< Cc cLIIY BN j@Cc ,c3. 3q3N j@Rn<@ j@3 jRjI 0CcUI,3L3Nj R8 j@3
URI3 Cc Ia<3 Vj@3 3\nCIC$aCnL iTr Cc ∼ ωφ◦d 7C<na3c 9Yl N0 9Y:+W. j@3 iTr cU330 sCII $3 cLII
j@aRn<@Rnj j@3 a3RaC3NjjCRN R8 j@3 URI3 8aRL Cjc CNCjCI jR ~NI URcCjCRNY
BN j@3 [388 = е.Ϲ ,c3 V7C<na3 9Ye+W. j@3 N3j iTr Cc cLII $3,nc3 j@3 a3LNNj $nI<3 Cc cjaRN<3a
j@N j@3 IR0ACN0n,30 8Ra,CN< V7C<na3 9YlW N0 j@nc j@3 iTr cU330 Cc ICLCj30 $w j@3 cLII N3j
0CcUI,3L3Nj R8 j@3 URI3Y i@3 cwLL3jaw 3qC03Nj CN 7C<na3 9Ye+ Cc UajC,nIaIw CNj3a3cjCN< <Cq3N
j@j j@3 3\nCIC$aCnL iTr 8Ra j@3c3 [388 qIn3c CN 7C<na3 9Yl 0R NRj 3u@C$Cj cwLL3jaw ,aRcc LC0A
IjCjn03cY i@3 $Rq3 a<nL3Njc cn<<3cj j@j j@3 cwLL3jaw 3qC03Nj CN 7C<na3 9Ye+ sCII 0CcUU3a
8Ra [388 qIn3c UaR<a3ccCq3Iw <a3j3a j@N SY
c  ~NI URCNj CN a3<a0 jR 7C<na3 9Y:+. j@3 8,j j@j j@3 iTr Ua30C,j30 CN j@3 IRN<AjCL3 ICLCj
Cc ICN3aIw a3Ij30 jR ɒH Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 [388 = Ϲ ,c3 CN 7C<na3 9YlY MRj3. RN,3 <CN. j@j j@3
jCL3A03U3N03Nj iTr Ua30C,jCRNc CN 7C<na3 9Y:+ ,RNq3a<3 jR j@3 3\nCIC$aCnL qIn3c <Cq3N $w j@3
NIwjC, 3uUa3ccCRN V9Yl4WY
BN 7C<na3 9Y4 s3 3uj3N0 j@3 NIwc3c 03c,aC$30 $Rq3 jR ,RNcC03a j@3 c3NcCjCqCjw R8 j@3 Ua30C,A
jCRNc jR  ,@N<3 CN j@3 3IcjC, j@C,GN3cc R8 j@3 ICj@RcU@3a3. HiY i@3 cRIC0 ICN3 CN j@3 ~<na3 Cc j@3
iTr Ua30C,j30 8Ra j@3 cjN0a0 ,c3. N0 Cj Cc a3UaR0n,30 8aRL 7C<na3 9YkY c 0Cc,ncc30 $Rq3.
j@Cc ,I,nIjCRN 0RUjc  qIn3 R8 [388 = Ϲ.еY iR CcRIj3 j@3 CLU,j R8 Hi RN j@3 0EncjL3Nj R8
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI VXUIDFHORDG LQGXFHG 73: DV D IXQFWLRQ RI WLPH FRPSXWHG XVLQJ D 0D[ZHOO YLVFRHODV
WLF (DUWK FKDUDFWHULVHG E\ XSSHU DQG ORZHU PDQWOH YLVFRVLWLHV RI  ×  3D V DQG  3D V UHVSHFWLYHO\ 7KH
VXUIDFH ORDG LV DQ D[LV\PPHWULF GLVN FHQWUHG DW DQ LQLWLDO FRODWLWXGH ɒH  ◦ $OO FDOFXODWLRQV XVH WKH IXOO URWD
WLRQDO VWDELOLW\ WKHRU\ LQ ZKLFK VWDELOLVDWLRQ E\ ERWK WKH GHOD\HG YLVFRXV DGMXVWPHQW RI WKH URWDWLRQDO EXOJH DQG WKH
UHPQDQW EXOJH DUH LQFOXGHG HTXDWLRQ  ZLWK B`(j) JLYHQ E\ HTXDWLRQ  6ROLG OLQH $Q HODVWLF OLWKRVSKHULF
WKLFNQHVV RI Hi   NP DQG D GLVN VL]H WKDW LV LQFUHDVHG VXFK WKDW WKH SDUDPHWHU [388 LV YDULHG IURP  WR  LQ
WKH ÀUVW  0\U RI WKH VLPXODWLRQ VHH WH[W DQG WKHQ UHWDLQHG IRU DOO WLPH 7KLV LV WKH WHVW PRGHO FDVH GLVFXVVHG LQ
WKH WH[W 'DVKHG OLQHV IURP WRS WR ERWWRP Hi   NP  NP DQG  NP IRU WKHVH FDVHV WKH XQFRPSHQVDWHG
VL]HV RI WKH ORDGV [′ HTXDWLRQ  DUH YDULHG VXFK WKDW WKH SURGXFW [′   GH8  UHPDLQV LGHQWLFDO WR WKDW XVHG WR
JHQHUDWH WKH VROLG OLQH 7KH VROLG FLUFOHV RQ WKH ULJKWKDQG VLGH RI WKH ÀJXUH DUH WKH HTXLOLEULXP 73: SUHGLFWHG IRU
WKHVH FDVHV VHH HTXDWLRQ 
j@3 aRjjCRNI $nI<3 8aRL Cjc 0Ca3,j CLU,j RN j@3 IR0 qC CcRcjjC, ,RLU3NcjCRN. s3 qaw Hi 8aRL
9Ģl9 GL V0c@30 ICN3c CN 7C<na3 9Y4W s@CI3 @RI0CN< j@3 UaR0n,j [′(Ϲ+GH8 ) ,RNcjNj N0 3\nI jR j@3
Hi = Ϲφ GL ,c3Y 7RIIRsCN< Rna 03~NCjCRN 8Ra [388 ≡ [′­ Vs@3a3 ­ Cc 03~N30 CN 3\njCRN 9YlOW.
G33UCN< [′(Ϲ + GH8 ) ,RNcjNj a3\nCa3c j@j s3 qaw [388 UUaRUaCj3IwY c  a3cnIj. j@3 IRN<AjCL3
ICLCjc R8 j@3 iTr Ua30C,jCRNc a3 0CcjCN,j. N0 j@3w ,RNq3a<3 jR j@3 3\nCIC$aCnL qIn3c 3uU3,j30 RN
j@3 $cCc R8 3\njCRN V9Yl4WY  LRa3 cC<NC~,Nj 0C{3a3N,3 Cc j@3 jCL3c,I3 Rq3a s@C,@ j@3c3 Ua3A
0C,jCRNc ,RNq3a<3 jR j@3Ca a3cU3,jCq3 3\nCIC$aCnL qIn3cY BN UajC,nIa. c Hi CN,a3c3c 8aRL 9 GL
jR l9 GL. jϹ/И 03,a3c3c 8aRL ∼ O Kwa jR ∼ : KwaY c L3NjCRN30 CN j@3 0Cc,nccCRN R8 7C<na3 9Yk.
j@Cc ja3N0 Cc UaCLaCIw 0n3 jR j@3 a30n,30 LUICjn03 R8 iTr ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI 73: DV D IXQFWLRQ RI WLPH XVLQJ WKH WHVW PRGHO FDVH FRUUHVSRQGLQJ WR WKH VROLG OLQH LQ
)LJXUH  UHSURGXFHG KHUH DOVR DV VROLG OLQH DV ZHOO DV DGGLWLRQDO VLPXODWLRQV LQ ZKLFK VWDELOLVDWLRQ GXH WR D
VWDEOH H[FHVV HOOLSWLFLW\ LV LQFOXGHG VHH WH[W )URP WRS WR ERWWRP GRWWHG OLQHV VLPXODWLRQV XVLQJ H[FHVV HOOLSWLF
LW\ YDOXHV RI     DQG  UHVSHFWLYHO\ VHH WH[W 7KH VROLG FLUFOHV RQ WKH ULJKWKDQG VLGH
RI WKH ÀJXUH DUH WKH HTXLOLEULXP 73: SUHGLFWHG IRU WKHVH FDVHV
cj$CICcjCRN Vj@Ca0 j3aL RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN 9YSOWY i@3 3{3,j R8 j@Cc cj$CICcjCRN
RN j@3 U3ajna$30 URI3 URcCjCRN Cc ,RNcjNj. s@3a3c j@3 cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 03Iw30
0EncjL3Nj R8 j@3 qCc,Rnc aRjjCRNI $nI<3 V~8j@ j3aL R8 3\njCRN 9YSOW 3qRIq3c sCj@ jCL3Y ;Cq3N
 ,RLUa$I3 3{3,jCq3 IR0CN< V[′(Ϲ + GH8 )W. j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 iTr Ua30C,jCRNc CN 7C<na3 9Y4
03U3N0c RN j@3 jCL3A3qRIqCN< a3IjCq3 CLURajN,3 R8 j@3c3 3{3,jcY
BN 00CjCRN jR j@3 a3LNNj $nI<3.  UIN3j Lw IcR @q3  cj$I3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw aCcCN<. 8Ra
3uLUI3. 8aRL IRN< jCL3c,I3 ,RNq3,jCq3 Rs CN j@3 CNj3aCRaY QN Ua3c3NjA0w 2aj@. j@Cc 3u,3cc
3IICUjC,Cjw Cc R$c3aq30 jR ,RNjaC$nj3 N 00CjCRNI ∼ zYzS jR j@3 03<a33Al G jC0I HRq3 NnL$3a s@3N
q3a<30 Rq3a j@3 jsR UaCN,CUI 3\njRaCI u3c )+@L$j 3j IY. lzSz*Y 7C<na3 9YO c@Rsc j@3 cj$CIA
CcCN< 3{3,j R8 3u,3cc 3IICUjC,Cjw RN Rna cjN0a0 c,3NaCRY N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 zYzzl VjRUALRcj
0Rjj30 ICN3W. Ra lzX R8 2aj@ȕc Ua3c3NjA0w qIn3. a30n,3c j@3 ~NI iTr $w Rq3a fzX a3IjCq3 jR
j@3 ,c3 sCj@Rnj j@Cc cj$CICcjCRNY i@3 a30n,jCRN Cc Rq3a OzX C8 s3 0RUj j@3 2aj@ȕc Ua3c3NjA0w
3u,3cc 3IICUjC,Cjw V$RjjRLALRcj 0Rjj30 ICN3WY i@3c3 Ua30C,jCRNc CN,In03 j@3 ,RL$CN30 3{3,jc R8 j@3
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)LJXUH  3UHGLFWLRQV RI VXUIDFHORDG LQGXFHG 73: DV D IXQFWLRQ RI WLPH FRPSXWHG XVLQJ D 0D[ZHOO YLV
FRHODVWLF 0DUV PRGHO FKDUDFWHULVHG E\ DQ HODVWLF OLWKRVSKHULF WKLFNQHVV Hi   NP DQG PDQWOH YLVFRVLWLHV RI
 3D V  3D V DQG  3D V VROLG FXUYHV IURP OHIW WR ULJKW UHVSHFWLYHO\ 7KH VXUIDFH ORDG LV DQ D[LV\P
PHWULF GLVN FHQWHUHG DW DQ LQLWLDO FRODWLWXGH ɒH  ◦ 7KH GLVN VL]H LV LQFUHDVHG VXFK WKDW WKH SDUDPHWHU [388 LV
YDULHG IURP  WR  LQ $ WKH ÀUVW  0\U DQG % WKH ÀUVW  0\U RI WKH VLPXODWLRQ DQG WKHQ UHWDLQHG IRU DOO WLPH
7KH GDVKHG OLQH RQ HDFK IUDPH LV D VROXWLRQ LQ ZKLFK WKH URWDWLRQDO EXOJH VWDELOLVDWLRQ LV H[FOXGHG LH WKH WHUP
LQYROYLQJ iϹ LQ HTXDWLRQ  LV VHW WR  7KH VROLG FLUFOH RQ WKH ULJKWKDQG VLGH RQ HDFK IUDPH LV WKH 73: SUH
GLFWHG XVLQJ WKH HTXLOLEULXP LH LQÀQLWH WLPH WKHRU\ RI 0DWVX\DPD HW DO >@ VHH HTXDWLRQ 
SSk
a3LNNj $nI<3 N0 j@3 3u,3cc 3IICUjC,CjwY ?Rs3q3a. 3q3N CN j@3 $c3N,3 R8 N 3IcjC, ICj@RcU@3a3.
Nw IRN<Aj3aL 3u,3cc 3IICUjC,Cjw sRnI0 cjCII ,RNjaC$nj3  cC<NC~,Nj cj$CICcjCRN jRsa0c  UIN3jȕc
aRjjCRN )+a3q3ICN< 3j IY. lzSl*Y
9YkYl iϔϨζAβζϿζϩβζϩА iTr ϱϩ KΞЁЅ- ЅϱϨζ ϔϣϣЛЅАЁΞАϔЦζ ζЬΞϨϿϣζЅ
7C<na3 9YSz c@Rsc  c3j R8 CIIncjajCq3 cCLnIjCRNc R8 jCL3A03U3N03Nj iTr RN KacY i@3 Ua30C,A
jCRNc a3 RN,3 <CN $c30 RN 3\njCRN V9YSOW. sCj@ j@3 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRN ccR,Cj30 sCj@
j@3 0Ca3,j 3{3,j R8 j@3 cna8,3 Lcc IR0 <Cq3N $w 3\njCRN V9Yl9WY i@3 3IcjC, N0 03NcCjw cjan,A
jna3 R8 j@3 Kac LR03I Cc jG3N 8aRL x@aGRq  ;n0GRq )lzz9*Y i@3 qCc,RcCjw R8 j@3 LR03I Cc
0Cc,a3jCc30 CNjR jsR Iw3ac-  nNC8RaL 3IcjC, VCN~NCj3 qCc,RcCjwW ICj@RcU@3a3 R8 j@C,GN3cc SSz GL
N0 ,RNcjNj LNjI3 qCc,RcCjC3c R8 ϹеИϹ T c. ϹеИИ T c. N0 ϹеИД T c Vj@3 j@a33 cRIC0 ICN3c RN 3,@
8aL3WY BN II ,c3c. j@3 uCcwLL3jaC, IR0 Cc UI,30 j ɒH = ωφ◦Y BN 7C<na3 9YSz. j@3 cCy3 R8 j@Cc
IR0 Cc ccnL30 jR CN,a3c3 8aRL y3aR jR [388 = Ϲ CN j@3 ~acj S Kwa R8 3,@ cCLnIjCRN. c CN 7C<A
na3c 9YkĢ9Y4Y 7Ra  ,RNq3,jCq3 8Ra,CN<. j@Cc Cc nNa3ICcjC,IIw c@Raj. N0 j@3a38Ra3. CN 7C<na3 9YSz#.
j@3 jCL3c,I3 Cc CN,a3c30 $w N Ra03a R8 L<NCjn03Y
BN 3,@ 8aL3 R8 j@3 ~<na3. j@3 0c@30 ICN3 a3Ua3c3Njc  cCLnIjCRN CN s@C,@ j@3 cj$CICcCN< 38A
83,j R8 j@3 03Iw30 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 Cc 3u,In030Y i@nc. c 0Cc,ncc30 CN a3IjCRN jR
7C<na3 9Y:#. j 3,@ cj<3 CN j@3 IR0CN<. j@3 0c@30 ICN3 a3Ua3c3Njc j@3 iTr ,RLUnj30 ncCN< j@3
3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 KjcnwL 3j IY )lzzf* V3\njCRN 9Yl4WY 7Ra IR0CN< jCL3c,I3c R8 3Cj@3a
S Ra Sz Kwac. cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 aRjjCRNI $nI<3 CN j@3 ,c3 R8  LNjI3 qCc,RcCjw
R8 ϹеИϹ T c CNjaR0n,3c  N3<IC<C$I3 I< CN j@3 iTr Ua30C,jCRN a3IjCq3 jR j@Cc 3\nCIC$aCnL j@3RawY
+RNq3ac3Iw. j@Cc I< RNIw $3,RL3c cC<NC~,Nj Rq3a j@Cc jCL3c,I3 R8 IR0CN< s@3N j@3 LNjI3 qCcA
,RcCjw 3u,330c ϹеИИ T cY i@3 qCc,RcCjw R8 KajCN LNjI3 Cc NRj s3II ,RNcjaCN30. $nj LRcj a3,3Nj
cjn0C3c 0RUj qIn3c 8aRL ∼ ϹеϹϭ T c jR ϹеИϹ T c. s@3a3 j@3 aN<3 a33,jc nN,3ajCNjC3c ccR,Cj30
sCj@ $Rj@ j3LU3ajna3 N0 ,RLURcCjCRN )3Y<Y ?n,G  T@CIICUc. lzzld rCIICLc  MCLLR. lzz:d
#a3n3a  bUR@N. lzzf*Y i@Cc cn<<3cjc. sCj@ a383a3N,3 jR 7C<na3 9YSz. j@j cj$CICcjCRN ccR,Cj30
SS:
sCj@ j@3 KajCN aRjjCRNI $nI<3 Cc nNCLURajNj 8Ra IR0c j@j 3qRIq3 Rq3a jCL3c,I3c IRN<3a j@N
∼ Ϲ KwaY
9Y: 7ϔϩΞϣ `ζϨΞЁϡЅ
r3 @q3 03aCq30 N0 UUIC30  NRNAICN3a j@3Raw 8Ra Ua30C,jCN< jCL3A03U3N03Nj iTr R8 j3aa3cjaCI
UIN3jc cn$E3,j jR VCNj3aNI Ra 3uj3aNIW Lcc a30CcjaC$njCRNY i@3 j@3Raw ,,RnNjc 8Ra cj$CICcjCRN
ccR,Cj30 sCj@ $Rj@ j@3 03Iw30 qCc,Rnc a30EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 N0 iTrACN0n,30
cja3cc3c CN N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 VCY3Y.  a3LNNj $nI<3WY Qna 03aCqjCRN Cc N 3uj3NcCRN R8 j@3 ja3jA
L3Nj $w `C,a0 3j IY )SOOk* jR CN,In03 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN N0 Cj ccnL3c. 8RIIRsCN< j@j
sRaG. j@j IR0ACN0n,30 CN3ajC j3NcRa U3ajna$jCRNc @q3  jCL3c,I3 IRN<3a j@N j@3 qCc,Rnc a3A
cURNc3 R8 j@3 UIN3jaw LR03I jR N UUIC30 jC0IA3{3,jCq3 8Ra,CN<Y Qna 03aCqjCRN Lw IcR $3
nN03acjRR0 c N 3uj3NcCRN R8 j@3 3\nCIC$aCnL aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw R8 rCII3LNN )SO4:* N0
KjcnwL 3j IY )lzzf* jR CN,RaURaj3 jCL3 03U3N03N,3Y
Ta3qCRnc sRaG @c c@RsN j@j j@3 a3LNNj $nI<3 ,N cC<NC~,NjIw a30n,3 j@3 LUICjn03 R8 iTr
a3IjCq3 jR ,I,nIjCRNc s@C,@ CN,RaURaj3 cj$CICcjCRN $w j@3 qCc,R3IcjC,IIw 038RaLCN< aRjjCRNI
$nI<3 IRN3 )rCII3LNN. SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzfd /a0C,@ 3j IY. lzz4*Y Qna N3s ,I,nA
IjCRNc 03LRNcjaj3 j@j j@3 a3LNNj $nI<3 IcR ,jc jR a30n,3 j@3 ,@a,j3aCcjC, jCL3c,I3 R8 j@3
iTr V3Y<Y. 7C<cY 9Yk N0 9Y4WY i@Cc a30n,jCRN CN jCL3c,I3 ,N $3 nN03acjRR0 $w CNcU3,jCRN R8 j@3
3\njCRNc <Rq3aNCN< iTrd NL3Iw. j@3 3C<3NqIn3 UaR$I3L CN 3\njCRN V9YlW sCj@ j@3 jRjI CN3ajC
j3NcRa U3ajna$jCRN <Cq3N $w 3\njCRN V9YSfWY i@3 a3LNNj $nI<3 cj$CICcjCRN Cc 3L$R0C30 sCj@CN
j@3 j@Ca0 j3aL RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 j@3 Ijj3a 3\njCRNY i@Cc j3aL 03U3N0c RN j@3 j@C,GN3cc R8
j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3 N0 j@3 RaC<CNI RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc. N0 Cj Cc cjjCRNaw CN jCL3Y
i@nc. C8 cj$CICcjCRN $w j@3 a3LNNj $nI<3 Cc csCj,@30 RN Vc CN 7C<na3 9YkW. Ra C8 Cj Cc cja3N<j@3N30
$w CN,a3cCN< j@3 j@C,GN3cc R8 j@3 3IcjC, ICj@RcU@3a3 Vc CN 7C<na3 9Y4W. j@3N Cj sCII LR03aj3 j@3
jCL3 03U3N03N,3 ccR,Cj30 sCj@ j@3 03Iw30 qCc,Rnc 0EncjL3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 Vj@3 8Rnaj@
SS9
j3aL RN j@3 aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN 9YSfWY
i@3 a3LCNCN< ,I,nIjCRNc $c30 RN j@3 ?3qCcC03AjwU3 IR0CN< R8  qCc,R3IcjC, 2aj@ LR03I
a3q3I Rj@3a CNj3a3cjCN< c3NcCjCqCjC3cY 7Ra 3uLUI3. j@3 U3G iTr cU330 Cc ICN3aIw 03U3N03Nj RN
j@3 3{3,jCq3 IR0 cCy3. [388. s@CI3 j@3 jCL3 jR a3,@ @I8 j@3 ~NI V3\nCIC$aCnLW 0CcUI,3L3Nj R8 j@3
URI3. jϹ/И. Cc ICN3aIw UaRURajCRNI jR j@3 0RUj30 IRs3a LNjI3 qCc,RcCjwY IcR. j@3 U3G iTr cU330
03,a3c3c LRNRjRNC,IIw sCj@ CN,a3cCN< ƺIL. $nj j@Cc 03,a3c3 Cc NRj  ICN3a 8nN,jCRN R8 ƺILY
7CNIIw. ncCN< ,naa3Nj 3cjCLj3c R8 LNjI3 qCc,RcCjw 8Ra $Rj@ 2aj@ N0 Kac. Rna ,I,nIjCRNc
cn<<3cj j@j j@3 jaNcC3Nj cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 aRjjCRNI $nI<3 sCII $3 cC<NC~,Nj 8Ra
2aj@ $nj N3<IC<C$I3 8Ra Kac CN j@3 ,c3 R8 8Ra,CN<c sCj@ jCL3c,I3 S Kwa Ra IRN<3aY i@j Cc. j@3
Ua30C,j30 iTr RN Kac 0aCq3N $w 8Ra,CN<c Rq3a j@3c3 jCL3c,I3c sCII ja,G j@3 3\nCIC$aCnL a3A
cURNc3. s@3a3 j@3 Ijj3a CN,In03c cj$CICcjCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 a3LNNj $nI<3 )rCII3LNN.
SO4:d KjcnwL 3j IY. lzzf*
i@3 ,I,nIjCRNc Ua3c3Nj30 CN j@Cc ,@Uj3a II ,RNq3a<3. c j@3w c@RnI0. jR j@3 3\nCIC$aCnL cRInA
jCRN  IRN< jCL3 8j3a j@3 UUIC,jCRN R8 j@3 IR0CN<Y BN 8njna3 sRaG s3 sCII 8naj@3a 3uj3N0 j@3 j@3A
Raw 03c,aC$30 @3a3 jR CN,RaURaj3  qCc,R3IcjC,. aj@3a j@N 3IcjC,. ICj@RcU@3a3Y BN j@Cc ,c3. iTr
c@RnI0 ja3N0 jRsa0 j@3 3\nCIC$aCnL j@3Raw 0Cc,ncc30 $w rCII3LNN )SO4:* N0 KjcnwL 3j IY
)lzzf* Rq3a jCL3c,I3c j@j a3 IRN<. $nj c@Raj3a j@N j@3 qCc,Rnc a3IujCRN jCL3 R8 j@3 qCc,R3IcjC,
ICj@RcU@3a3Y ?Rs3q3a. RN,3 j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 IR0CN< 3u,330c j@Cc a3IujCRN jCL3. cj$CICcjCRN
$w j@3 a3LNNj $nI<3 sCII 0CcUU3a. N0 j@3 URI3 sCII 8naj@3a a3RaC3Nj cR c jR $aCN< j@3 IR0 jR j@3
3\njRa. c Ua30C,j30 $w j@3 ,IccC, 3\nCIC$aCnL j@3Raw R8 ;RI0 )SO99*Y
9Y9  MϱАζ ϱϩ iϔϨζ bАζϿ bϔвζЅ ϔϩ Аϑζ MЛϨζЁϔΫΞϣ BϨϿϣζϨζϩАΞАϔϱϩЅ
c L3NjCRN30 CN Ƚ 9YlYS. j@3 3C<3NqIn3 UUaR,@ 0Cc,ncc30 CN j@Cc ajC,I3 Cc $c30 RN j@3 ccnLUA
jCRN j@j j@3 jCL3c,I3 R8 IR0CN< Cc cCLCIa jR Ra IRN<3a j@N j@3 a3RaC3NjjCRN jCL3c,I3 R8 j@3 aRA
jjCRN URI3Y  8naj@3a IRN<AjCL3c,I3 ,RN0CjCRN sc CLURc30 CN 3\njCRN V9YSlW )8RIIRsCN< `C,a0
3j IY. SOOk*Y
SSf
BN NnL3aC,IIw CLUI3L3NjCN< j@3 j@3Raw 03c,aC$30 CN Ƚ 9YlYk N0 Ƚ 9YlY:. s3 @q3 V3LUCaCA
,IIwW 8RnN0 j@j j@3a3 a3 ICLCjjCRNc CN j@3 NnL3aC,I UaR,30na3 j@j a3 ,RNcCcj3Nj sCj@ cn,@
IRN<AjCL3c,I3 ccnLUjCRNcY +RNcC03a j@3 UaCN,CUI uCc ccR,Cj30 sCj@ j@3 LuCLnL LRL3Nj
R8 CN3ajC R8 j@3 qCc,Rnc ,RLURN3Nj R8 j@3 aRjjCRNI $nI<3 Vs@Rc3 0EncjL3Nj Cc CN0n,30 $w j@3
aRjjCRNIAURj3NjCI U3ajna$jCRN $nj 03Iw30 $w qCc,RcCjw. CY3Y. j@3 c3,RN0 N0 8Rnaj@ j3aL RN j@3
aC<@jA@N0 cC03 R8 3\njCRN 9YSfW. N0 j@3 UaCN,CUI uCc R8 LuCLnL LRL3Nj ccR,Cj30 sCj@ j@3
IR0 VIcj j3aL R8 3\njCRN 9YSfWY i@3 NnL3aC,I cRInjCRN sCII RNIw ,RNq3a<3 C8 $Rj@ R8 j@3c3 u3c
a3 RN j@3 cL3 cC03 R8 j@3 aRjjCRN URI3 CN j@3 Ua3qCRnc jCL3 cj3U V8Ra j@3 CNCjCI cj3U. j@Cc Cc ǬW.
s@C,@ a3\nCa3c j@j cn|,C3NjIw Ia<3 jCL3 cj3Uc a3 jG3NY i@3 LCNCLnL $RnN0 R8 cn,@ jCL3 cj3Uc
03U3N0c RN j@3 UIN3jaw LR03I nc30 Vs@C,@ CLU,j Gi8 N0 iϹWY i@Cc ICLCjjCRN Lw $3 j@Rn<@j R8
c  a3\nCa3L3Nj j@j j@3 jCL3 cj3Uc a3 cn|,C3NjIw IRN< jR 3Ncna3 j@j j@3 qCc,Rnc URajCRN R8 j@3
aRjjCRNI $nI<3 sCII $3<CN jR 0Encj jRsa0c j@3 Ij3cj U3ajna$jCRN R8 j@3 aRjjCRNI URj3NjCI. j@nc
CN@3a3NjIw cjCc8wCN< j@3 IRN<AjCL3c,I3 ccnLUjCRNc nN03aIwCN< j@3 aRjjCRNI cj$CICjw j@3RawY
SSe
H3 ,Ǖna  c3c aCcRNc.
\n3 I aCcRN N3 ,RNNţj URCNjY
#ICc3 Tc,I. T3Ncā3c
6
N,C3Nj Q,3N RN Kac
`3cc3ccCN< j@3 @wURj@3cCc ncCN< j@3 <IR$I 0CcjaC$njCRN R8 qII3w N3jsRaGc
iϑζ ЅЛЁυΞΫζ ϱυ KΞЁЅ Cc LaG30 $w  qaC3jw R8 <3RIR<C, N0 jRUR<aU@C, 83jna3c j@j cn<<3cj
j@3 Ucj 3uCcj3N,3 R8  <IR$I @w0aRIR<C,I cwcj3LY i@3c3 CN,In03 ,RNj,jc j@j a3c3L$I3 c@Ra3ICN3c
)TaG3a 3j IY. SO4O. SOOkd +IC{Ra0  TaG3a. lzzS*. 03IjC, 03URcCjc )0C ,@CII3  ?wN3G. lzSz.
N0 a383a3N,3c j@3a3CN*. c30CL3Njaw 03URcCjc )H3sCc 3j IY. lzz4d KICN  20<3jj. lzzz*. qII3w
N3jsRaGc )+aa. SOO9d 7cc3jj  ?30. lzz4d ?wN3G 3j IY. lzSzd Kjcn$a 3j IY. lzSk*. LRN<cj
Rj@3a j3aaCN 8RaLc )3Y<Y KRc,a03IIC. lzS:*Y /3cUCj3 j@3 $nN0N,3 R8 cn,@ 83jna3c. j@3 3uCcj3N,3
R8 N N,C3Nj R,3N. Ra 3q3N  cncjCN30 N0gRa sC03cUa30 @w0aRIR<C,I ,w,I3. a3LCNc ,RNjaRA
q3acCI )3Y<Y ;@jN  xCL$3ILN. lzzfd H3q3aCN<jRN. lzSS*Y i@3 ,RNjaRq3acw LRcjIw aCc3 8aRL
j@3 0C|,nIjw CN a3,RN,CICN< j@3 Ucj ,RN0CjCRNc Ua30C,j30 $w ,ICLj3 LR03Ic N0 j@3 ,RN0CjCRNc
a3\nCa30 jR cncjCN sj3a CN IC\nC0 8RaL 8Ra IRN< U3aCR0c R8 jCL3 )3Y<Y 7CaāN. lzSzd rRa0csRaj@
3j IY. lzSk*Y
b3q3aI a3,3Nj cjn0C3c @q3 nc30 jRUR<aU@w jR CNq3cjC<j3 j@3 KajCN R,3N @wURj@3cCcY T3aaRN
3j IY )lzze* c@Rs30 j@j j@3 IRN<Asq3I3N<j@ jRUR<aU@w R8 ,RNjCNnRnc ,RNj,jc IRN< j@3 KajCN
cna8,3 Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ 038RaLjCRN ,nc30 $w jan3 URIa sN03a ViTrW N0 j@j j@3 Ua383aa30
iTr Uj@ cjCc~30  cjaRN< 0wNLC, ,RNcjaCNj j@j j@3 LccCq3 i@acCc qRI,NC, UaRqCN,3 a3LCN
RN j@3 UIN3jȕc 3\njRa Vc33 $3IRsWY i@nc. j@3 jRUR<aU@C, ,RNj,jc ,RnI0 $3 C03NjC~30 c N,C3Nj
c@Ra3ICN3cY BN ,RNjacj. 0C ,@CII3  ?wN3G )lzSz* NIwc30 j@3 3I3qjCRNc R8 N,C3Nj 03IjC, 03A
URcCjc N0 a<n30 j@j j@3w IC3 ,IRc3 jR  Ua3c3NjA0w 3\nCURj3NjCI cna8,3. ,RN,In0CN< j@j j@3c3
UnjjCq3 R,3N LaG3ac @q3 nN03a<RN3 ICjjI3 URcjA03URcCjCRNI 033,jCRN 8aRL iTr Ra Rj@3a UaRA
,3cc3cY
BN j@Cc ,@Uj3a. s3 a3qCcCj j@3 KajCN R,3N @wURj@3cCc $w 3uLCNCN< j@3 jRUR<aU@w R8 NA
Rj@3a URccC$I3 3\nCURj3NjCI LaG3a ġ nqCI qII3w N3jsRaGcY bU3,C~,IIw. s3 a3 CNj3a3cj30 CN
j@3 j3aLCNnc R8 3,@ qII3w N3jsRaG V@3N,38Raj@. pMiW RN j@3 KajCN cna8,3. 3cU3,CIIw N3a
j@3 0C,@RjRLw $RnN0awY i@3 IR,jCRNc N0 3I3qjCRN R8 j@3c3 pMic Lw c@30 00CjCRNI IC<@j RN
s@3j@3a N,C3Nj c3 I3q3I. c CN83aa30 8aRL j@3 pMic. Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ Ua3c3NjA0w jRUR<aU@w.
Ra s@3j@3a j@3 3I3qjCRN R8 j@3 pMic c@Rsc IRN<Asq3I3N<j@ 033,jCRN ,RNcCcj3Nj sCj@ iTrY BN
,RNcC03aCN< j@3 Ijj3a. j@3 cCy3 N0 IR,jCRN R8 j@3 i@acCc aCc3 Cc CLURajNjY i@3 i@acCc aCc3 Cc 
0RLCNjCN< 83jna3 R8 j@3 NRNA@w0aRcjjC, ,RLURN3Nj R8 j@3 3aRC0 )bLCj@ 3j IY. SOOO*. UajC,A
nIaIw j cU@3aC,I @aLRNC, 03<a33 l. s@C,@ ,RNjaRIc iTrY bCN,3 IRN<Aj3aL iTr Cc 0aCq3N $w
j@3 03<a33Al NRNA@w0aRcjjC, LRL3Njc R8 CN3ajC );RI0. SO99d ;RI0a3C,@  iRRLa3. SOfO*. j@3
i@acCc aCc3. $3CN< ,3Nj3a30 N3a j@3 3\njRa. cjaRN<Iw cj$CICc3c j@3 UIN3j <CNcj Nw iTr j@j
sRnI0 LRq3 i@acCc cC<NC~,NjIw R{ j@3 3\njRaY i@j Cc. c NRj30 $w T3aaRN 3j IY )lzze*. Nw
iTr Uj@VcW sRnI0 @q3 $33N ICLCj30 jR j@3 <a3j ,Ca,I3 ∼ ϭе◦ 8aRL j@3 ,3Nj3a R8 i@acCcY bCN,3
LRcj R8 j@3 qII3w N3jsRaGc 8RaL30 8j3a j@3 3LUI,3L3Nj R8 i@acCc )T@CIICUc 3j IY. lzzSd ?wN3G
3j IY. lzSz*. Nw UI3RURI3 030n,30 8aRL j@3 Ua3c3Nj 3I3qjCRN R8 pMic sRnI0 @q3 jR cjCc8w
j@Cc cjaC,j 0wNLC, ,RNcjaCNjY
BN j@3 N3uj c3,jCRN. s3 03c,aC$3 j@3 L3j@R0RIR<C,I N0 Lj@3LjC,I 03jCIc R8 Rna NIwcCcY
SSO
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Valleys
End points of the valley network
End point of the network with lowest topography  
)LJXUH  $ YDOOH\ QHWZRUN H[DPSOH VKRZLQJ LWV HQG SRLQWV DQG WKH LGHQWLÀFDWLRQ RI WKH ORZHVW HQG SRLQW LH
WKH 917
Ta3ICLCNaw a3cnIjc a3 0Cc,ncc30 CN Ƚ fYlY 7CNIIw. a3LaGc N0 0Ca3,jCRNc 8Ra 8njna3 sRaG a3 03A
c,aC$30 CN Ƚ fYkY
fYS KζАϑϱβЅ Ξϩβ /ΞАΞ
Qna <RI Cc jR j3cj s@3j@3a j@3 3I3qjCRN Ujj3aN R8 qII3w N3jsRaGc cnUURaj j@3 @wURj@3c3c j@j-
VCW N N,C3Nj KajCN R,3N 3uCcj30d N0 VCCW j@j iTr UaR0n,30  0Cc,3aNC$I3 IRN<Asq3I3N<j@
033,jCRN R8 pMic j@j s3a3 CNCjCIIw ,IRc3 jR N 3\nCURj3NjCI cna8,3Y
r3 nc3 j@3 <IR$I LU R8 KajCN qII3w N3jsRaGc UaR0n,30 $w ?wN3G 3j IY )lzSz* CN ,RNA
EnN,jCRN sCj@ j@3 Sl4 UCu3Ic U3a 03<a33 jRUR<aU@C, LU 8aRL j@3 Kac ;IR$I bnaq3wRa VK;bW
Slz
Kac Qa$Cj3a Hc3a IjCL3j3a VKQHW KCccCRN 2uU3aCL3Nj ;aC0030 /j `3,Ra0 VK2;/`W
)bLCj@ 3j IY. lzzk* jR ~N0 j@3 pMi R8 3,@ R8 j@3 ϭξЊϭ LUU30 qII3w N3jsRaGc V3Y<Y 7C<na3 fYSWY
bCN,3 j@3 c3 I3q3I R8 j@3 UnjjCq3 R,3N ICG3Iw qaC30 ,aRcc 0C{3a3Nj U3aCR0c. s3 N330 jR ICLCj
Rna ,@RC,3 R8 qII3w N3jsRaGc $w <3Y BN UajC,nIa. cjn0C3c @q3 cn<<3cj30 j@j LRcj R8 j@3 KaA
jCN qII3w N3jsRaGc 8RaL30 CN j@3 MR,@CN U3aCR0 )+aa. SOO9d ?wN3G  T@CIICUc. lzzkd 7cc3jj
 ?30. lzz4d ?wN3G 3j IY. lzSz* N0 LRcjIw URcjA0j30 j@3 3LUI,3L3Nj R8 j@3 i@acCc aCc3
)T@CIICUc 3j IY. lzzS*Y i@3a38Ra3. s3 c3I3,j RNIw j@3 qII3w N3jsRaGc 3NjCa3Iw ,RNjCN30 sCj@CN
MR,@CNA<30 j3aaCNcY i@Cc <3 0CcjCN,jCRN Cc ,@C3q30 $w ,RLUaCN< j@3 qII3w N3jsRaG ,RRaA
0CNj3c <CNcj j@3 Kac ;IR$I ;3RIR<C, KU KASz4l . #. N0 + )bGCNN3a 3j IY. lzzf*Y 7C<A
na3 fYl c@Rsc j@3 MR,@CN pMic c $I,G URCNjc UIRjj30 RN j@3 KajCN jRUR<aU@C, LUY r3
NRj3 j@j j@3 <3 R8 j3aaCNc CNjR s@C,@ j@3 qII3w N3jsRaGc CN,Cc30 a3Ua3c3Njc RNIw N nUU3a ICLCj
8Ra j@3 <3 R8 j@3 qII3w N3jsRaGc. cCN,3 j@3 qII3wc ,RnI0 @q3 8RaL30 0naCN< Nw cn$c3\n3Nj U3A
aCR0 8j3a j@3 8RaLjCRN R8 j@3 j3aaCNY
i@3 N3uj cj3U Cc jR C03NjC8w II ,N0C0j3 pMic j@j sRnI0 @q3 0aCN30 0Ca3,jIw CNjR j@3 UnA
jjCq3 R,3N j@j ,Rq3a30 j@3 UICNc NRaj@ R8 j@3 0C,@RjRLw $RnN0awY #w Rq3aIwCN< j@3 KQH
jRUR<aU@C, LU sCj@ j@3 <3Ac3Uaj30 qII3w N3jsRaGc VsCj@ j@3Ca ccR,Cj30 pMic LaG30W. s3
LNnIIw 3uLCN3 II j@3 qII3w N3jsRaGc IRN< j@3 3NjCa3 I3N<j@ R8 j@3 0C,@RjRLw $RnN0aw a3A
<CRNY i@3 pMic a3 c3Uaj30 CNjR 0C{3a3Nj ,j3<RaC3c $c30 RN ,aCj3aC cn,@ c- Rs 0Ca3,jCRN
N0 <3RL3jaw V$Rj@ R8 j@3 qII3w N3jsRaG N0 N3C<@$RnaCN< N3jsRaGcWd NnL$3a R8 jaC$njaC3cd N0
UaRuCLCjw jR qII3w N3jsRaGc RN wRnN<3a j3aaCNcY i@3c3 ,j3<RaC3c a3 nc30 jR cc3cc j@3 V\nICA
jjCq3W ICG3IC@RR0 R8 j@3 c3I3,j30 pMic $3CN< j Ra N3a N N,C3Nj c@Ra3ICN3Y i@Cc UaR,3cc wC3I030
S4S pMic V@C<@IC<@j30 ,wN CN 7C<na3 fYlW. O9 R8 s@C,@ s3a3 jjaC$nj30 @C<@3a ,RN~03N,3 j@N j@3
a3cj N0 sCII 8RaL RN3 R8 j@3 <aRnUc CN j@3 KRNj3 +aIR NIwcCc 03c,aC$30 CN Ƚ fYl $3IRsY r3 3LA
U@cCc3 j@j RNIw j@3 qII3w N3jsRaG LU N0 j@3 KQH jRUR<aU@w 0j s3a3 nc30 CN j@3 UaR,3cc
R8 LNnIIw c3I3,jCN< j@3 pMicd j@Cc ICLCjc Nw URj3NjCI $Cc CN j@3 c3I3,jCRN UaR,30na3 V3Y<Y 8aRL
Nw qCcnI ,RNN3,jCRN jR j@3 a$C Ra /3nj3aRNCInc ,RNj,jcWY
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Sll
fYSYS ΫΫϱЛϩАϔϩό υϱЁ TϱЅЅϔΪϣζ iTr
7RIIRsCN< T3aaRN 3j IY )lzze*. s3 ,,RnNj 8Ra j@3 URccC$CICjw j@j Kac Lw @q3 nN03a<RN3 iTr
cn$c3\n3Nj jR j@3 0CcUU3aN,3 R8 sj3a 8aRL Cjc cna8,3Y mcCN< nC0 HRq3 NnL$3a j@3Raw. s3 ,N
,I,nIj3 j@3 jRUR<aU@C, a3cURNc3 jR iTrY ;Cq3N N N,C3Nj MRaj@ TRI3 j (ɒ ′,Ȍ′) CN  ,RRa0CNj3
cwcj3L CN s@C,@ j@3 Ua3c3NjA0w MRaj@ TRI3 Cc j (ɒ = е,Ȍ = е). j@3 ,3NjaC8n<I URj3NjCI R8 j@Cc
UI3RAaRjjCRNI cjj3 Cc <Cq3N $w )HL$3,G. SO4z*
ȅ(ɒ,Ȍ) = ϹДǭ
ИИ − ϹДǭ
ИИTИ,е(,Rc ļ) . VfYSW
s@3a3 ǭ Cc j@3 aRjjCRN aj3 R8 j@3 UIN3j.  Cc Cjc L3N a0Cnc. N0 ļ Cc j@3 N<nIa 0CcjN,3 $3A
js33N (ɒ,Ȍ) N0 (ɒ ′,Ȍ′)Y i@3 03<a33Al. Ra03aAz H3<3N0a3 URIwNRLCI Cc <Cq3N $w
TИ,е(,Rc Į) = ϹИ
(Д ,RcИ Į − Ϲ) Y VfYlW
B8 s3 ccnL3  ,RNcjNj ǭ. j@3 0C{3a3N,3 $3js33N j@3 UI3RA,3NjaC8n<I URj3NjCI N0 j@3 Ua3c3NjA
0w URj3NjCI Cc
Ɔ(ɒ,Ȍ) = ϹДǭ
ИИ [TИ,е (,Rc ļ)− TИ,е (,Rc ɒ)] Y VfYkW
i@3 jRUR<aU@C, a3cURNc3 jR  iTr 3q3Nj Cc j@3N )KRnN0  KCjaRqC,. SOO4*
ði(ɒ,Ȍ) = Ɔ(ɒ,Ȍ)< [@8 − (Ϲ+ G8)] + x . VfY:W
s@3a3 < Cc j@3 <aqCjjCRNI ,,3I3ajCRN j j@3 cna8,3. @8 N0 G8 a3 j@3 03<a33Al @ N0 G nC0 jC0I
HRq3 NnL$3ac. N0 x Cc  ,RNcjNj c@C8j 8,jRa CNjaR0n,30 jR ,,RnNj 8Ra j@3 8,j j@j j@3 3\nCURA
j3NjCI 03~NCN< j@3 Ua3c3NjA0w 3aRC0 Cc NRj N3,3ccaCIw j@3 cL3 c j@3 3\nCURj3NjCI I3q3I j j@3
N,C3Nj c3 cna8,3 )/@I3N. SOef*Y N CIIncjajCRN R8 j@3 <3RL3jaw R8 ði Cc c@RsN CN 7C<Y fYkY
BN <3N3aI. qIn3c 8Ra @8 N0 G8 03U3N0 RN j@3 CNj3aNI cjan,jna3 R8 j@3 UIN3jY 7Ra j@3 UnaURc3 R8
Slk
)LJXUH  $Q H[DPSOH RI WKH JHRPHWU\ RI WKH WRSRJUDSKLF UHVSRQVH WR 73: LH ði LQ HTXDWLRQ  SORWWHG RQ
D JOREH YLHZHG IURP DERYH WKH HTXDWRU ∼ ◦ ZHVW RI WKH SDODHR1RUWK 3ROH 7KH SDODHRSROH LV UHSUHVHQWHG E\
WKH JUH\ VWUDLJKW DUURZ ZKHUHDV WKH SUHVHQWGD\ SROH LV LQ EODFN WKH GRWWHG DUURZV GHQRWH WKH PLJUDWLRQ RI WKH
SROH 7KH UDQJH RI FRORXUV IURP UHG WKURXJK JUHHQ WR EOXH GHQRWH D UDQJH RI WRSRJUDSKLF GHIRUPDWLRQV IURP
SRVLWLYH WR QHJDWLYH 1RWH WKH GRPLQDQFH RI D GHJUHHWZR RUGHURQH VSKHULFDO KDUPRQLF JHRPHWU\ RI ði
j@Cc ,@Uj3a. s3 0RUj j@3 qIn3c ,RNcCcj3Nj sCj@  Kac LR03I @qCN< N 3IcjC, ICj@RcU@3a3 j@j Cc
lzz GL j@C,G- @8 = Ϲ.ЍЍД N0 G8 = е.ξϭϭ )bR@I  bUR@N. SOOed T3aaRN 3j IY. lzze*Y
mcCN< 3\njCRNc VfYkW N0 VfY:W. s3 ,N ,Raa3,j j@3 Ua3c3NjA0w jRUR<aU@w 8Ra j@3 038RaLjCRN
j@j sRnI0 @q3 $33N ,nc30 $w j@3 aRjjCRN URI3 LC<ajCN< 8aRL Cjc N,C3Nj RaC3NjjCRNY bU3,C~A
,IIw. s3 c33G jR ~N0  UI3RURI3 j@j wC3I0c  ði j@j $3cj ~jc j@3 Ua3c3NjA0w jRUR<aU@w R8 j@3
pMic. s@3a3 j@3 ~j Cc $c30 RN j@3 LCNCLCcjCRN R8 j@3 aRRjAL3NAc\na3 cjN0a0 03qCjCRNY
iR ,@3,G 8Ra j@3 3{3,j R8 RnjIC3ac. s3 IcR cc3cc30 j@3 ~j ncCN<  LuCLnLAICG3IC@RR0 L3j@R0
$c30 RN N HS NRaL )cj3a 3j IY. lzz9. Ƚ lY:*Y i@3 jsR UUaR,@3c a3cnIj30 CN $3cjA~j UI3RA
URI3c j@j a3 I3cc j@N φ◦ UajY 7Ra j@Cc a3cRN. s3 0RUj N0 RNIw ,Cj3 j@3 I3cj c\na3c CN j@3
a3LCN03a R8 j@Cc ,@Uj3aY
Sl:
−1700−1600−1500−1400−1300−1200−11000
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Best−fit Z (metres)
 
 
−100 −50 00
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Best−fit Pole Longitude (Degrees)
 
 
60 65 70 75 800
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Best−fit Pole Latitude (Degrees)
Cu
m
ula
tiv
e 
pr
ob
ab
ilit
y
 
 
)LJXUH  &XPXODWLYH GLVWULEXWLRQ IXQFWLRQV RI IURP OHIW WR ULJKW LQ EOXH VWHSV WKH SDODHR1RUWK 3ROH·V ODWLWXGH
ORQJLWXGH DQG WKH x SRWHQWLDO VKLIW UHVSHFWLYHO\ )LWWHG RQ WRS LQ UHG DUH WKH EHVWÀW QRUPDO FXPXODWLYH GLVWULEX
WLRQ IXQFWLRQV
fYl `ζЅЛϣАЅ Ξϩβ /ϔЅΫЛЅЅϔϱϩ
BN Ra03a jR 3cjCLj3  cjjCcjC,I 0CcjaC$njCRN 8Ra Rna a3cnIjc CN j@3 $c3N,3 R8  UaCRaC GNRsI30<3
R8 j@3 0j 3aaRac. s3 3LUIRw  KRNj3 +aIR I<RaCj@L jR U3a8RaL ,c3 a3cLUICN< VsCj@ a3UI,3A
L3NjW R8 j@3 c3I3,j30 pMicY i@Cc a3cLUICN< Cc U3a8RaL30 c3Uaj3Iw VCY3Y. cjajC~30W 8Ra j@3 cn$c3j
R8 O9 pMic j@j sc c,aC$30 @C<@3a ,RN~03N,3Y 2,@ c3j R8 a3cLUI30 0j Cc cc3L$I30 ncCN< 
aN0RL NnL$3a <3N3ajRa Vc33030 sCj@ jCL3W sCj@ nNC8RaL 0CcjaC$njCRNY 7Ra 3,@ R8 j@3 a3cnIjCN<
c3jc. s3 ,RLUnj3  LCc~j c 03c,aC$30 CN j@3 Ua3qCRnc cn$c3,jCRNY BN jRjI. SSlzz Cj3ajCRNc s3a3
U3a8RaL30Y
7C<na3 fY: c@Rsc j@3 ,nLnIjCq3 0CcjaC$njCRN 8nN,jCRNc V+/7cW R8 j@3 IjCjn03 N0 IRN<Cjn03 R8
j@3 $3cjA~j UI3RURI3c N0 j@3 nNC8RaL c@C8j x a3cnIjCN< 8aRL j@3 KRNj3 +aIR NIwcCcY i@3 a30
ICN3 RN 3,@ 8aL3 Cc j@3 +/7 R8 j@3 $3cjA~j NRaLI 0CcjaC$njCRN!Y i@3 ,RLUnj30 L3N qIn3c R8
j@3 IjCjn03. IRN<Cjn03. N0 URj3NjCI c@C8j VxW R8 j@3 UI3RURI3. jR<3j@3a sCj@ j@3Ca ccR,Cj30 ϭφ%
,RN~03N,3 ICLCjc. a3 Ње◦M ± Ѝ◦. ξ◦r ± ϹЍ◦. N0 −Ϲωее L ± Иее L. a3cU3,jCq3IwY VMRj3 j@j j@3
qIn3c a3 aRnN030 jR j@3 a3cRInjCRN ,@Rc3N 8Ra Rna UI3RURI3 ~jjCN< I<RaCj@L. s@C,@ Cc Ϲ◦ 8Ra j@3
!i@3 $3cjA~j IRN<Cjn03 sRnI0 $3 $3jj3a UUaRuCLj30 sCj@  jA0CcjaC$njCRN. $nj j@3 a3cnIjCN< L3N N0
cjN0a0 03qCjCRN 0C{3a $w I3cc j@N Ϲ◦ a3IjCq3 jR j@Rc3 R$jCN30 8aRL j@3 ccnLUjCRN R8  NRaLI 0CcjaC$nA
jCRNY
Sl9
90º
A
D V
)LJXUH  0DS RI 0DUV FHQWHUHG DURXQG WKH PLGODWLWXGH UHJLRQ ZHVW RI $UDELD 7HUUD 7KH ZKLWH GRW ODEHOOHG
¶9· GHQRWHV WKH ORFDWLRQ RI WKH PHDQ SDODHRSROH SUHGLFWHG E\ WKH PHWKRG GHVFULEHG LQ   7KH SDODHRSROHV
SUHGLFWHG E\ 3HUURQ HW DO >@ RQ WKH EDVLV RI WKH $UDELD DQG 'HXWHURQLOXV VKRUHOLQHV DUH VKRZQ LQ JUH\ OD
EHOOHG ¶$· DQG ¶'· UHVSHFWLYHO\ 7KH ORQJLWXGLQDO JUHDW FLUFOH ◦ DZD\ IURP WKH FHQWHU RI 7KDUVLV ◦1◦(
VHH 0DWVX\DPD 	 0DQJD  LV DOVR VKRZQ LQ ZKLWH WKH JUH\ OLQH LV WKH HTXLYDOHQW EXW EDVHG RQ WKH 7KDUVLV
FHQWHU ORFDWLRQ SUHGLFWHG E\ =XEHU 	 6PLWK >@
<3R<aU@C,I ,RRa0CNj3c. N0 φе L3ja3c 8Ra xYW i@3 IR,jCRN R8 j@3 L3N UI3RURI3 Cc c@RsN CN
7C<na3 fY9. I$3II30 ȔpȕY
c L3NjCRN30 $Rq3. j@3 Uj@ R8 Nw iTr 038RaLCN< j@3 pMic Cc nNICG3Iw jR 0Cq3a<3 8a 8aRL
j@3 <a3j ,Ca,I3 ∼ ϭе◦ sw 8aRL j@3 ,3Nj3a R8 i@acCcY isR <a3j ,Ca,I3c. $c30 RN jsR 0C{3a3Nj
3cjCLj3c R8 ,3NjaRC0 R8 i@acCc. )xn$3a  bLCj@. SOOed KjcnwL  KN<. lzSz*. a3 cnU3aA
CLURc30 RN 7C<na3 fY9Y +I3aIw. Rna CN83a3N,3 R8 j@3 UI3RURI3 IR,jCRN Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ j@Cc
a3IjCq3Iw cjaCN<3Nj 0wNLC,I ,RNcjaCNjY
i@3a3 Cc  ∼ Де◦ 0C{3a3N,3 $3js33N CN j@3 IR,jCRN R8 Rna L3N UI3RURI3 N0 j@3 UI3RURI3
CN83aa30 $w T3aaRN 3j IY )lzze* RN j@3 $cCc R8 j@3 UnjjCq3 a$C c@Ra3ICN3 VI$3II30 Ȕȕ CN 7C<A
na3 fY9W. 03cUCj3 j@3 8,j j@j Rna Ua30C,j30 c@Ra3ICN3 IR,jCRN Cc q3aw ,IRc3 jR j@3 a$C ,RNj,jY BN
,RNjacj. j@3 UI3RURI3 CN83aa30 $w T3aaRN 3j IY RN j@3 $cCc R8 j@3 jRUR<aU@w R8 j@3 /3nj3aRNCInc
,RNj,j VI$3II30 Ȕ/ȕ CN 7C<na3 fY9W Cc ∼ Ϲе◦ 8aRL Rna pMiACN83aa30 UI3RURI3Y
Slf
i@3 a$C ,RNj,j Cc CN83aa30 jR $3 RI03a j@N j@3 /3nj3aRNCInc ,RNj,j )+IC{Ra0  TaG3a.
lzzS*. N0 j@3a3 Cc LRaU@RIR<C,I 3qC03N,3 j@j j@3 Ijj3a 8RaL30 0naCN< j@3 Hj3 ?3cU3aCN Ra
3q3N 2aIw LyRNCN U3aCR0 )2aG3ICN< 3j IY. lzSl*Y ?Rs3q3a. j@3 <3 R8 j@3 pMic a3IjCq3 jR
j@3c3 jRUR<aU@C, 83jna3c Cc nN,3ajCNY ccnLCN<  nNC0Ca3,jCRNI iTr Uj@. j@3 CN83a3N,3c CN
7C<na3 fY9 cn<<3cj j@j j@3 <3 R8 j@3 pMic Cc CNj3aL30Cj3 jR j@3 /3nj3aRNCInc N0 a$C <3cY
ccnLCN<  0awCN< ja3N0 CN j@3 UnjjCq3 KajCN R,3N. j@3 L3N Ua3c3NjA0w 3I3qjCRN R8 j@3c3
83jna3c UaRqC03c  cRL3s@j ,Rac3 j3cj R8 a3IjCq3 <3Y i@3 L3N 3I3qjCRN R8 j@3 pMic Cc
−Ϲ.ЊЍ GL. s@3a3c j@3 a$C N0 /3nj3aRNCInc c@Ra3ICN3c @q3  L3N 3I3qjCRN R8 −Ϲ.Ѝξ GL N0
−Д.ЊЍ GL. a3cU3,jCq3Iw )+IC{Ra0  TaG3a. lzzS*Y i@Cc Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ Rna a<nL3Nj $c30 RN
j@3 CN83aa30 UI3RURI3 IR,jCRNc CN 7C<na3 fY9 j@j j@3 aRjjCRN uCc LRq30 8aRL Ȕȕ jR Ȕpȕ jR Ȕ/ȕ
N0 j@3N nIjCLj3Iw jR j@3 Ua3c3NjA0w URI3 URcCjCRNY 7CNIIw. s3 NRj3 j@j j@3 pMic s3 @q3 c3A
I3,j30 c j@3 LRcj aR$ncj 3uj3N0 Rq3a ∼ Иϭе◦ R8 IRN<Cjn03.  Ln,@ IRN<3a 0CcjN,3 j@N j@3 a$C
Ra /3nj3aRNCInc c@Ra3ICN3c ,Cj30 $w T3aaRN 3j IY )lzze* Vc33 7C<na3 fYlW N0 CN j@Cc a3<a0 j@3 CNA
83a3N,3 R8 j@3 UI3RURI3 IR,jCRN ccR,Cj30 sCj@ j@3 pMic Lw $3 LRa3 aR$ncj j@N j@Rc3 $c30
RN j@3 c@Ra3ICN3cY
7C<na3 fYl c@Rsc j@3 IR,jCRN R8  UI3RAc@Ra3ICN3 CN83aa30 $w 0C ,@CII3  ?wN3G )lzSz* RN
j@3 $cCc R8 j@3Ca NIwcCc R8 03IjC, 03URcCjc $w 0C ,@CII3  ?wN3G )lzSz* VL<3NjW N0 j@3 IRA
,jCRN s3 CN83a 8j3a ,Raa3,jCRN R8 Ua3c3NjA0w jRUR<aU@w 8Ra j@3 iTr CLUIC30 $w j@3 UI3RURI3
I$3I30 Ȕpȕ CN 7C<na3 fY9 VRaN<3WY i@3 0Cc,a3UN,w $3js33N j@3c3 c@Ra3ICN3c Cc 0n3 jR  ,RL$CNA
jCRN R8 iTrACN0n,30 U3ajna$jCRN CN jRUR<aU@w N0 j@3 ∼ Ϲ GL 0C{3a3N,3 CN x ,Cj30 $w 0C ,@CII3
 ?wN3G )lzSz* a3IjCq3 jR Rna 3cjCLj3Y r3 NRj3 j@j Rna c@Ra3ICN3 a3,RNcjan,jCRN UaRqC03c 
cC<NC~,Nj CLUaRq3L3Nj CN ja,CN< j@3 IR,jCRN R8 j@3 pMic CN $Rj@ NRaj@3cj a$C i3aa jR j@3
NRaj@s3cj R8 BcC0Cc TINCjC V a3<CRN 8aRL aRn<@Iw l9◦M jR :z◦M N0 99◦2 jR e9◦2W N0 IRN<
2IwcCnL TINCjC VaRn<@Iw. Sz◦b jR Sz◦M N0 Slz◦2 jR Sez◦2WY BN $Rj@ a3<CRNc. j@3 a3 $3js33N
j@3 jsR c@Ra3ICN3 a3,RNcjan,jCRNc Cc N3aIw 03qRC0 R8 qII3w N3jsRaGc R8 Nw <3Y i@3a38Ra3. C8 j@3
N,C3Nj c@Ra3ICN3 ,RCN,C030 sCj@ j@3 CN83a3N,3 R8 0C ,@CII3  ?wN3G )lzSz*. j@3N Cj sRnI0 L3N
Sle
j@j j@3a3 sc 3Cj@3a N $anUj N0 ,R@3a3Nj j3aLCNjCRN R8 CN,CcCRNc  83s @nN0a30 GCIRL3ja3c
RNc@Ra3. Ra  ,RLUI3j3 3acna3 R8 II qII3wc CN  a3<CRN 3uj3N0CN< 8aRL j@3 pMic jR j@3 a3,RNA
cjan,j30 c@Ra3ICN3. s@C,@ 3uj3N0c Ij3aIIw Rq3a j@RncN0c R8 GCIRL3ja3cY i@3 Ijj3a c,3NaCR Cc
nNICG3Iw. $nj j@3 8RaL3a Lw $3 URccC$I3 C8 j@3 IR,I jRUR<aU@C, <a0C3Nj R8 j@3 3NjCa3 a3<CRN 03A
,a3c3c $anUjIwY r3 NRj3 j@j LRcj R8 j@3 qII3wc CN j@3c3 a3c j3aLCNj3 j c@aU EnLUc CN j@3
IR,I jRUR<aU@C, <a0C3Nj j@j a3 cn<<3cjCq3 R8 ,IC{cY #3wRN0 j@3c3 ,IC{c. 8Ra ∼ Szz GL jRsa0c
j@3 NRaj@3aN UICNc. j@3 jRUR<aU@C, <a0C3Njc a3 ,RLUa$I3 jR j@Rc3 0Ca3,jIw cRnj@ R8 j@3 ,IC{c
VN0 pMicW. N0 j@3w nIjCLj3Iw jaNcCjCRN CNjR j@3 j. cLRRj@ jRUR<aU@w ,@a,j3aCcjC, R8 j@3
NRaj@3aN UICNcY QN3 sRnI0 j@nc 3uU3,j j I3cj cRL3 CN,CcCRNc CN j@3 a3 CN 8aRNj VCY3Y. NRaj@sa0W
R8 j@3 ,IC{cY r3 ,RN,In03 j@j j@3 0C ,@CII3  ?wN3G )lzSz* a3,RNcjan,jCRN R8 UI3RAc3 I3q3I Cc
CN,RNcCcj3Nj sCj@ j@3 IR,jCRN R8 j@3 pMicY
Qq3aICN RN 7C<na3 fYl a3 j@3 a$C N0 /3nj3aRNCInc ,RNj,jcY Qna c@Ra3ICN3 a3,RNcjan,jCRN
ja,3c j@3 a$C c@Ra3ICN3 \nCj3 s3II IRN< Cjc 3cj3aN c3,jCRNY QN j@3 s3cj3aN NG R8 a$C
i3aa. j@3 a$C c@Ra3ICN3 ja,3c j@3 pMic s3II. $nj $Rj@ a3,RNcjan,j30 c@Ra3ICN3c sRnI0 UI,3
j@3c3 83jna3c nN03a sj3aY M3Cj@3a Ua3c3Nj 0w jRUR<aU@w NRa Nw jRUR<aU@w ,RNcjan,j30 $w
,Raa3,jCN< 8Ra iTr sRnI0 ~j j@3 IR,jCRN R8 pMic CN j@Cc c3,jCRN R8 a$C i3aa sCj@Rnj cC<NC~A
,NjIw LCc~jjCN< j@3 IR,jCRN R8 pMic IRN< j@3 s3cj3aN 30<3 R8 +@awc3 TINCjC. 2IwcCnL TINCjC.
Ra $Rj@Y
Qna 0j $c3 R8 pMic 3u,In03c cRL3 qII3w N3jsRaGc 3q3N jRn<@ j@3w a3 IR,j30 CN a3c
C03NjC~30 c MR,@CN j3aaCNc N0 j@3w UU3a jR 8RaL  ,R@3a3Nj Ȕ8aRNjȕY i@3Ca 3u,IncCRN Cc IA
LRcj Iswc 0n3 jR j@3 Ua3c3N,3 R8 Rj@3a qII3wc j@j a3 CN ,IRc3 UaRuCLCjw N0 j@j c@Rs cCLCIa
ja3N0c $nj j@j a3 IR,j30 RN wRnN<3a VCY3Y. ?3cU3aCN Ra LyRNCNW j3aaCNcY i@3 8,j j@j j@3c3
pMic a3 sCj@CN a3<CRNc s@3a3 Rna a3,RNcjan,j30 c@Ra3ICN3 LCc~jc j@3 cn$c3j R8 pMic 0RUj30 CN
Rna CN83a3N,3 R8 iTr cn<<3cjc j@j j@3 a3,RNcjan,j30 c@Ra3ICN3 Lw $3 R8 ?3cU3aCN <3Y iR CIIncA
jaj3 j@Cc URccC$CICjw. 7C<na3 fYf 0CcjCN<nCc@3c pMic j@j 3uCcj RN ?3cU3aCN N0 MR,@CN j3aaCNcY
i@3 LU c@Rsc  <3R<aU@C, ,RNcCcj3N,w $3js33N j@3 IR,jCRN R8 ?3cU3aCNA<3 pMic N0 a3A
Sl4
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SlO
,RNcjan,j30 c@Ra3ICN3 URcCjCRN. $Rj@ aRnN0 ?3,j3c i@RInc qRI,NR VNRaj@ R8 2IwcCnL KRNcW N0
IRN< pII3c KaCN3aCc 3q3N j@Rn<@ j@3c3 pMic s3a3 NRj CN,In030 CN j@3 KRNj3 +aIR NIwcCc 0CcA
,ncc30 $Rq3Y r3 NRj3. @Rs3q3a. j@j j@3 IR,jCRN R8 pMic IRN< pII3c KaCN3aCc ,RnI0 $3 ~j $w
,Raa3,jCN< 8Ra  sC03 aN<3 R8 UI3RURI3 IR,jCRNc 0n3 jR 03Uj@ N0 cj33U 30<3 R8 j@3 jRUR<aU@w
CN j@Cc a3<CRNY
fYk 7ЛАЛЁζ rϱЁϡ
;Cq3N j@3 <3 nN,3ajCNjC3c R8 cRL3 MR,@CN qII3w N3jsRaGc 0Cc,ncc30 $Rq3. 8njna3 sRaG
c@RnI0 CN,In03 ?3cU3aCN N3jsRaGc CN j@3 KRNj3 +aIR NIwcCc N0 3uLCN3 Nw 0C{3a3N,3c CN
$Rj@ UI3RURI3 Ua30C,jCRNc N0 j@3 a3,RNcjan,j30 c@Ra3ICN3cY 7naj@3aLRa3. Encj c j@3a3 a3 ?3cA
U3aCN qII3w N3jsRaGc j@j cn<<3cj cRL3 pMic RN MR,@CN j3aaCNc Lw @q3 $33N ,jCq3 Ra @q3
8RaL30 0naCN< j@3 ?3cU3aCN. j@3a3 a3 a3<CRNc ,RNjCNCN< LyRNCNA<3 pMic j@j cn<<3cj j@j
pMic RN MR,@CN N0 ?3cU3aCN j3aaCNc Lw $3 cC<NC~,NjIw wRnN<3a j@N j@3c3 j3aaCNcY  UaA
jC,nIaIw UaR$I3LjC, a3 Cc j@3 NRaj@3aN aCL R8 a$C i3aa VaRn<@Iw $3js33N Sz◦r jR 9z◦2W.
s@3a3 j@3a3 Cc  Ia<3 NnL$3a R8 qII3w N3jsRaGc RN LyRNCN j3aaCNcY Ij@Rn<@ LRcj R8 j@3 cA
cR,Cj30 pMic UU3a jR 0aCN CNjR j@3 ,aj3ac j@j 0Rj j@3 3NjCa3 a3<CRN.  NnL$3a R8 j@3L ,RnI0
CLU,j j@3 <3 CNj3aUa3jjCRN R8 N3C<@$RnaCN< qII3w N3jsRaGc RN MR,@CN N0 ?3cU3aCN j3aaCNc
j@j UU3a jR 0aCN CNjR j@3 NRaj@3aN UICNcY r3 NRj3. CN j@Cc a3<a0. j@j j@3a3 Cc <aRsCN< 3qC03N,3
cn<<3cjCN< j@j qII3wc 8aRL j@3 LyRNCN U3aCR0 Lw $3 <I,CI CN RaC<CN )3Y<Y 7cc3jj 3j IY.
lzSzd ?R$I3w 3j IY. lzS:*Y
Skz
bnLLaw
iϑϔЅ АϑζЅϔЅ ϑΞЅ Ϊζζϩ ,RN,3aN30 sCj@ j@3 jCL3A03U3N03Nj cj$CICjw R8 jan3 URIa sN03a ViTrW RN
j3aa3cjaCI UIN3jcY BN +@Uj3a l. s3 03aCq30  ICN3aCc30 aRjjCRNI cj$CICjw j@3Raw j@j U3aLCjc Ua3A
0C,jCRNc R8 jCL3A03U3N03Nj iTr RN  Kus3II qCc,R3IcjC, 2aj@ sCj@  IR0ACN0n,30 U3ajna$jCRN
CN j@3 CN3ajC j3NcRaY i@3 j@3Ra3jC,I 8RaLICcL. s@C,@ Cc $c30 RN a3,3Nj 0qN,3c CN C,3A<3 aRjA
jCRN j@3Raw. CN,RaURaj3c j@3 cj$CICcCN< 3{3,jc R8  a3LNNj aRjjCRNI $nI<3 ccR,Cj30 sCj@ NRNA
y3aR 3IcjC, cja3N<j@ CN j@3 ICj@RcU@3a3. c s3II c N 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3 UIN3jȕc $,G<aRnN0
cja3N<j@ j@j Cc cj$I3 Rq3a j@3 jCL3c,I3 R8 j@3 8Ra,CN<Y r3 03LRNcjaj30 j@j j@Cc ICN3aCc30 j@3Raw
,N. CN j@3 ,c3c R8 IR0CN< j LC0AIjCjn03c. Ua30C,j iTr R8 Rq3a Ие◦ jR $3jj3a j@N 9X ,,na,wY
r3 j@3N UUIC30 j@Cc N3s j@3Raw jR CNq3cjC<j3 jsR a3,3Nj. UI3RL<N3jC,IIwA03aCq30 CN83aA
3N,3c R8 iTr RN 2aj@Y BN +@Uj3a l. s3 c@Rs30 j@j cn<<3cjCRNc R8 \ncCA,w,IC,I iTr sCj@
LUICjn03 R8 Ϲе◦ĢИе◦ N0 jCL3c,I3 O(Ϲ Kwa) 0naCN< j@3 Hj3 +a3j,3Rnc a3 U@wcC,IIw CLUInA
cC$I3Y r3 IcR a<n30. CN +@Uj3a k. j@j j@3 3u,3cc 3IICUjC,Cjw R8 j@3 2aj@ȕc ~<na3 0aCq3N $w UIj3
cn$0n,jCRN N0 033U LNjI3 cnU3aUInL3c Cc a3cURNcC$I3 8Ra j@3 Lnj30 URIa sN03a Rq3a j@3 Icj
Ϲее Kwa.  U3aCR0 CN s@C,@ j@3 aRjjCRN uCc @c a3LCN30 sCj@CN Ѝ◦ R8 Cjc Ua3c3Nj IR,jCRNY bU3,C8A
C,IIw. s3 c@Rs30 j@j iTr 0naCN< j@Cc jCL3 sCN0Rs Cc ,RNcCcj3Nj sCj@ ,RNq3,jCRNACN0n,30 U3aA
jna$jCRNc jR j@3 2aj@ȕc CN3ajC j3NcRa R8 Ra03a Ие U3a ,3Nj Ra I3cc R8 j@3 U3ajna$jCRN ccR,Cj30
sCj@ j@3 Ua3c3NjA0w 3u,3cc 3IICUjC,Cjwd j@Cc nUU3a $RnN0 sRnI0 $3 @C<@3a C8 j@3 2aj@ȕc ICj@RcU@3a3
a3jCNc Nw cC<NC~,Nj 3IcjC, cja3N<j@ Rq3a cn,@ IRN< jCL3c,I3cY
BN +@Uj3a :. s3 a3qCcCj30 j@3 Ua30C,jCRN. L03 $w Ua3qCRnc cjn0C3c R8 C,3A<3 2aj@ aRjjCRN.
R8  IRN<Aj3aL 0aC8j CN j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc VR8 Ra03a c3q3aI 03<a33cW Rq3a j@3 TICRA
TI3CcjR,3N3Y i@3c3 cjn0C3c. $c30 RN  ja0CjCRNI j@3Ra3jC,I ja3jL3Nj. @q3 a<n30 j@j j@Cc 0aC8j
Lw $3 a3cURNcC$I3 8Ra jaNcCjCRNCN< j@3 2aj@ bwcj3L Rnj R8 j@3 C,3 <3Y r3 NRj30 j@j a3qCc30
j@3RaC3c R8 2aj@ aRjjCRN j@j CN,RaURaj3  LRa3 ,,naj3 ja3jL3Nj R8 j@3 2aj@ȕc $,G<aRnN0 3IA
ICUjC,Cjw )KCjaRqC, 3j IY. lzz9d +L$CRjjC 3j IY. lzSzd KCjaRqC,  r@a. lzSS* 0R NRj CN,In03
j@3 U3aLN3Nj c@C8j CN j@3 RaC3NjjCRN R8 j@3 aRjjCRN uCc. GNRsN c nNC0Ca3,jCRNI iTr. j@j Cc
Ua30C,j30 $w ja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Если жизнь тебя обманет,0
Не печалься, не сердись!0
В день уныния смирись:0
День веселья, верь, настанет.0
Сердце в будущем живет;0
Настоящее уныло:0
Все мгновенно, все пройдет;0
Что пройдет, то будет мило.0
! Александр Пушкин (1825)
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